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CAPÍTULO 1 


E DEFINICIÓN.-| 


Una sucesión es una función cuyo dominio es el conjunto de los números 


enteros positivos, cuyo rango es un conjunto arbitrario. 


Trataremos solamente de sucesiones de números reales, es decir: 


; : ЯГ 4 a 
Consideremos una función 5:27 — R, tal que, Уле2”, 5(п) e К, es un 


elemento de la sucesión. 


En vez de escribir S(n) escribiremos S, y llamaremos n-ésimo término де la 
sucesión. 


Notación.- А una sucesión infinita 5,,5,,...,S representaremos por 


no.” 


15, ; . .Gráficamente se tiene: 
п > | 


~ 
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Ejemplos: 
| Es > . y 
(1) La sucesión 1, 4, 9, 16,..., п”, ... se escribe asi (nj, 


n 


Q) “Los cinco primeros términos de la sucesión үсе son: 
| JI Cete Q s 


| 2767247 120 


(3) Hallar el término n-ésimo де la sucesión 1, 3,6. 10, 15,21, ..., 


Enefecto. =; du | >. 
біз 1=1+0 
S= 3=2 +] 
S= 6=3 +3 
5,=10=4+6 
1520 10 
S,=21=6+15 
Sn = 1 т ые 
2 


De acuerdo a la regla de correspondencia de los primeros términos 


obtenemos que: | | | 


ар: pM + 


Sucesiones : 3 


Luego la sucesión podemos escribir así: |——í,> 


t 


(4) Si la sucesión 15,1,-) está definido por: $ = 1, 5, = 1, Shei = S, + 5,1. 


hallar S;. 


En efecto: $, = | 


un 
+ 
| 
Un 
чэ 
Ь 
UN 
ә 
|| 
“2 
+ 
|| 
(2 


por definición de la sucesión 


2 
| 
d 
T 
2 
| 
Un 
+ 
о» 
|| 
oo 


Un 
-4 
| 
wv 
4 
un 
UA 
|| 
оо 
+ 
N 
|| 
о 


se dice que tiene límite L, si para todo к > 0, existe un 


су (са 
Una sucesión 15) >! 


número N > 0, tal que: |5, -Ц < =, рага todon > М y denotaremos por 


lim S, =L. 


пЭ 


En forma simbólica , se tiene: 


JR 


lim 5, 


HX 22212) 


Ejemplos.- Usando la definición de límite probar que: 


ИР” 4 
Límite de 1 їнэ| + €s l, cuandon — 0 
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Solución 
lc 


| 
ПІ 216 ve>0 S >0/Va>N > 


5,-Ц<е 


| 


lim 
NT Л 


| - | 
=—, pero necesitamos que IS, - L| ==<E, 


En efecto: A = L| = 
п | п 


4] 1 
n+ -1- 


n 


| | | | 
de donde: л> –, luego basta tomar N > —, es decir: 
E | E 


n+! 


lim 


n+l | 
----1«8, 
noz И n 


l, 
=] <> Ve>0, 3 N >—/n> М, entonces 
E 


lim (1+(-1Y 5 =] 


n n 


2012-12-22 Ve>0, 3 Nz? /и> № => |S, = Д <= 
n 


nL 


aer bajar Y! 
A | n 


En efecto: |5, - L| - . 
| n 


; | 
Pero debe cumplirse que 8, - L < є, рага ello hacemos — < £ , de donde: 
п 


| 
sE, Luego Уғ>0,3М>-/1|5,-Ц<е. 
£ £ 


Solución 
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| 


lim 2 Y =1 <> Ve>0, 3N=Yn>N => |S, - |< = 


En efecto: 9. -Ц- бе. -| 


|| 


Luego: IS, -üsn-2 a |-2У8-1<с = 2У! < g+] , entonces, 


| 2 
-— 1052 < logie +1) => Уп > EL. de donde: л Eh basta 
Ул? log(& +1) log(e + 
tomar n>N> а 


log(& +1) 


DEFINICIÓN.-| 


Se dice que una sucesión es convergente cuando tiene limite, en caso 


contrario la sucesión es divergente. 


Ejemplos.- Determinar si es convergente ó divergente las sucesiones 


siguientes: E : 


Solución 


Para determinar la convergencia ó divergencia de una sucesión bastará calcular 


el límite de la sucesión, es decir: 


. A+] . l 
lim S, = lim —— = lim ——=——=-. 
nx пож 2п+і "x4 7 l 240 2 
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6 
n+l | 
Рог lo tanto 1----!,> es convergente. 
2 
(2) 2n" +1 | 
l Э f n>] 
3n7 —n 
Solución 


Para determinar la convergencia ó divergencia de una sucesión bastará calcular 


el límite de la sucesión, es decir: 


2 2 + — 
. xo . p 2+0 2 
lim 95, = lim PR = lim ----- = =. 
HX по Зд — и NL 4 | 3 ==) 3 
2) mei 
H . 


2 
(20741 
= їнэ|» es convergente. 


Рог lo tanto: {— > 
3 —n 
2 

Q7 + | 

1 2 PS 

2n^ —n | | 

Solución . | 

—— aa г 


En forma similar а los ejemplos anteriores, calcularemos el límite de la 


2 
т ЭМЭ” "E uu. M 21 | 
sucesión, es decir: lim $, = lim ——- = lim(=+-=>)==+0=>7. 
7 n>r Эр” nox 2 Эр” 2 2 


М-ЭЭС 


+1 
573 п>ј » €S convergente. 


Por lo tanto: 1---т- 
n 


| e И 
ДЭНЖ ЭРЧ 
2w +] 
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En forma similar.a los ejemplos anteriores, calcularemos el límite de la 


| 
3+— . 
22 Р š š 3n? + | š д) 3 + 0 2 
sucesión, es decir: lim $, = lim ——Ə = lim —— = — ==. 
n— < 182 2n +] "—— >+ 2: 2-0 3 
"m 


* 


Ф 


Š 
3n EL, 
(п>| у ES convergente. 


Por lo tanto: í 
22,2 
2n +] 


Consideremos dos sucesiones convergentes {S ipa y 16! 


4 


1 / > 
nóni y k, una 


constante, entonces: 


i) lim А = А i) limk S = А lim 5, 
H— X. H— T. nT 
ii)  lim(S,+S' )- lim 5, lim S', iv) lhmS,.S' = lim S,.lim S" 
nx Н—> Z. H— х п-Э х. H— x nT. 
lim S, 
v) іт =", si lim $', #0 
“т 3 ! 
пэт 5' hm S n— 
пЭ ЭС 


La demostración de estas propiedades es análoga, a la de los límites de 


\ 


funciones reales, por lo tanto se deja para el lector. 


Observación.- Рага hallar el límite de una sucesión (5,j,.,. se calcula el 
límite del término n-ésimo де la sucesión 5, cuando п-> ~, 


es decir: 


Ejemplos.- Calcular los límites siguientes 
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— a. ve 


| | 
[ип (1+ + my 


п х, 
Solución 
| | 
; a : э D 
lim (Io i n7)" = 1m[(n+ n" )(19 ——7» · 
ПЭ. nx 11) + Пп” 
| | 
== | EE | п 
= lim(4+27)". lim (1 +—— 


Herne | NDI H 4- n 


| 


l 
” э 
id pue 
3. 


= lime“ lim[(1+ 
п-э>ж | H- У, n+n” 


ME: | ‚7 
Шыда) lim | 1+2n lim 
"o (по) хи > 
e = lim e"*" e 


nor 


nen” ) 


lime ^" 
ПЭ Y. 


|| 


| 


е =(1)(1)=1 
| 


lim (1+ n4 gn) =] 


nx 


V31? +2n —1 -V3 -2n-1 
lim =i 
ЖЕ 2 ЖЕНИС 
пэ Am +n? + Зп - Ми“ +n? =3n 


Racionalizando el numerador y denominador. 


Jim “Зп? + IN — -N3n —2n-1 | Ad +3п +R? +Зп + V n` + n° +уп +n -3n) 
>= Ми + n” +3n — үп? + n° 22 пэ 6n( 43i +2n-1+vV3n? -2n-1) 


Sucesiones 


2 1+1. 5 wj 


250 XB о 


(3) lim (V2n+1-Vn+1 ХМ 2n” tio + 177: c >) 


п» х 
Solución 


Primero racionalizamos a la expresión: 


3 
— ^ 222 
lim (/2п +1 – УМп +11 2n* +1-vn” +1)sen?(=) 
n ОО : : H 


3 
m sen (- 2 


> 
3 sen(-) 3. 


AA = y 


m 5 
= lim 


"TT (Y2n+1+V4n+1 Ma. Lla и“ +1) 


(2) 3 i 
sen > 
= lim( s y (2n) 


ла 23 (21-14401-1 ХМ 2” +1+ Vn” +1) 


o 


: | 
22 242 
арро +0. (+: 
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na + bue 


Solución 
+1 "Eu nal. na 2 i дош 
па gl . e cp IB 
li [3-2 )] 2 na = | [(14-—) 2 | па 2 па 
H— na n— na 
Nn еі a ) 2 
=e "тула ~ па ет „допде: 
. l| z па! И: 2 
lim — tg — (- -) = lim xtg—(l+x)=-— 
х-э0 2 A 


пэхпа 2 na 


1.5.1 TEOREMA DE LA MEDIA ARITMÉTICA.- 


! 


Consideremos una sucesión (4, | „у convergente, si lim a, = a , entonces 
| i nx 


Demostración 


Como lim a, =a => a, -a-ó, , donde: lim д, =0, por lo tanto, a la suma 
п-эж 


пу 


b 


expresamos así: 


а+ау+..+а„ а Lota ROSE Q О анд AO, 
n n Яг 
_ па Ó +ó +..+Ó, Ôp дуу t tO, 
A 


A п 


Como la suma 6) + 0; + ...+ ó, = k (constante) рог ser una suma finita, como: 


lé « € , entonces: ие 
Í ¡Sp | ba 


Sucesiones 


| | 2 | 2 “Їлж2. 
lim ——==—=——(,|—+,|—+ T +... + | ) 
"әс б? +3 14 NS 76 n+3 


бл + да tst Ó, "É 6 2 +5 р4+2| +. *|o,| « Ме , por lo tanto su límite 
a, +a, +...+а . ар+ау+..+а 
de, 2 es lim lg 


n П-у L n 


Ejemplos: Calcular los siguientes límites: 


im LB. iB. e 
пэх 116,23 14 5 6 ҰХп-3 | 


Solución 


= 1 B. BLUE, 6 52, 
n— 602530 4 5 6 С n+3 


1 | | У | 
= (—)(1) =—, de donde se tiene: lim ————- = — 
й "э® Jion? +3 4 


| | п+2 "— 
además: lim | Ñ =] y por el teorema de la media aritmética se tiene: 


п->х V H + 
wie E... Ee 
n:— H n3 
lim (945.4 m Ыы; 


n— 1 _ 843 S 6 744 


Solución 
lim ! CEDENS гал, x 
п-» EA _ 8n° 5 6 n+4 


11 


1.5.2. 
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lim ——— e m lim ——— 2 aei. 0 + (– DO) = шаг 
n— x c Non Y] _ PE © wi “044 n 2 
. 9 I п 1 n+3 
donde: lim ———— = 0, lim —=====--— y como lim — = |] 
n зу -%” п-ээ 3 1- $n 2 y n п + 4 
СИ | o 14 5 n+3 
por el teorema de la media aritmética se tiene: lim —(—+>+...+ )=1 
| пэхп 5 6 п+4 
TEOREMA DE LA MEDIA GEOMETRICA.- 
Consideremos una sucesión (a, ;, >, convergente, si lim a, , entonces: 


пЭ 


Demostración 


Como lima, =a => ln(lima,)-1n(a), de donde: lim (In(a, )) = In(a), 
NL nor nx 


| | 
sea и, = Ya, .a,...a, => Inu, =1n4/a,.a,..a, = (па * Ina +...+Ina,) 


п 


Tomando limite cuando n > © y aplicando el teorema de la media aritmética 


lim n ) = lim xn a, * Ina; +...+Ina,) 
H—y H— n 


| Ina, +" па, +... +" па, ` l 
In( lim и,) = lim цаг2222-10-10 үү d, .5...d, ) 
n£ п» n = 


Levantando el logaritmo en ambos miembros: lim ја .a,...a, = а 


n— x 


Ejemplo.- Calcular los siguientes límites: 
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Solución 
| | 7 1 
Se observa que: а) 2 a> ES dy =—,..., а, = in , de donde: 
5 8 11 3n+2' 
2-1 2 
lim a, = lim —— , luego el teorema de la media geométrica se tiene: 
пэ n>x Зп + 2 us 
O jim (3) ó | їн(3л) 
n>% \ 11(5) Inl0  In(Sn) 
Solución 
In | 
Se observa que: a, 201 , G> = - e, а, = ШЕ , de donde: 
Ins 1п10 10” In(5n) ' 
| . ln(3n) | т | 
lim a, = lim ——— -1, luego por el teorema de la media geométrica se 
n— 0 n—x In(5n) 


113 In6 (3л) _ 


пепе: lim л 7 
In5 In]O  in(5n) 


© ROX 


OBSERVACIÓN.- Existen limites que se calculan mediante la integral 


definida (veamos el caso particular) 


Para la integral definida sobre el intervalo [0,1], de donde: 


. | | i i 
Ах = =— ==, c, =а+!Ах=0до+—=— = а=— 
Р n оп n n n 
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Ejemplos.- Calcular los siguientes límites: 


im der Ye +... е" 
1 ланы E ыы алы A 


nx n 


Solución 


A] límite dado lo expresaremos en una integral definida 


2 || 2 n 
| nje + е2 +... + Че" | 
HII -—————-——-— 


= lim —(e" +e” +...+e") 
NX n nc: | 


n 


li —-e-l 
nx A 
H 
T n 
ын E 
пЭ гіш + n^ 
іі 
Solución 
i ! ° 
n n | a " 
: п ; | TE ' | 
lim гэг lim ——— = lim — к= 
nx 1 + xn n P. n * П i 2 
; п п 
; dx l Л Л 
= - = arclg x / = arctg | — arctg 0 = — – 0 = — 
1+ х7 0 4 4 


Solución 
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|| 
= 
Эзнээ” 
+ 
—À 
5 | ~ 
— 
D 
+ 
+ 
—À 
N 
м 


[| 
ра 
y 
«Же 
5 |- 

— 
5 |~. 
— 
> 
| 
е 
2 
Q 
e 
|| 
ps 
ë = 
|| 
- | 
| 

|| 

~ 


1.5.3. TEOREMA.- Demostrar que: linr"-0, si O<r<l y si r> l. 


nx 


lim r” = +0 
H— Y. 


Demostración 


~ 


De acuerdo a la definición 1.2 se tiene: V є > 0, buscaremos un numero 


N > 0, de tal manera que: |r” -0 <e, Vn»N 


пе 
Luego: li -0 =r"<e <> піпг<іпе <> n» гэ М, puesto que 
? ny 


TENE 
O<r<l, por lo tanto: dado 620, 3 wen, tal que: |" -o «s. 


Inr 


| Ine | 
Ул>М----, esdecir: limr” = 0 
Inr nx 


Ejemplos.- 
2 
lim (y =0 puesto que r-—«l 
n>x 3 3 


Эрт” 4 
(2) lim(—) =+%@ puesto que ата 


п 
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TEOREMA DEL ENCAJE PARA SUCESIONFES.- 


Si VneZ', 3N>0, tal que: а, ce, 5, V n>N ysi 


! n^ 


lim a, = lim b, =L, entonces Іші с, =L 
пЭ 2С H— x n ^x 


Demostración 
Por hipótesis tenemos: lim a, =L < V £50, IN, >0/n>N, => la, = L| <, 


- RDL 


es decir: | LELU < L+ e ... (1) 


limb,=L <> Ve>0,3N,>0/n>N, = |, -L|<e, es decir: 


H— x 


LED, Lre 445412) 
Sea N = max { №, №, }, entonces tenemos: 
L-e<a, Sc Sb <L+e, de (1), (2) e hipótesis 
Luego tenemos L-e<c,<L+e => le, = L| <£ 
Рог Іо tanto, dado £>0, 3 N = тах { №, №, }, tal que: 


п> № = |e- L| <£, dedonde: lim c, = L , por definición 1.2. 
H— x 


cos(n) ` 0 


Ejemplo.- Probarque lim 
n- H 


Solución 


| 
VneZ*, -I Scosn< 1, como neZ' = —>0, entonces: 
п 
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| cosn |] | . |! 
-— < <—,ycomo lim- -=lm-—=0 
n n n п-э NASAL] 
| .  cos(n) 
Luego por el teorema 1.8, se tiene: lim 241) 
n7. Y 


Ejemplo.- Demostrar que: lim Ya" +b” =b, 0<a<b 
п— Xx 


Solución 
Сотод<асђ= О<а" <b" => b” <a” +b" cob" => b«Na" +b" < У2ђ 


como lim 5 = lim 25 = b , entonces por el teorema 1.8 se tiene: 


H— x | HA: 
. ! 1 
lim Ма" +b" = b 


ML 


TEOREMA.- : (CRITERIO DE LA RAZON PARA LA 
CONVERGENCIA DE SUCESIONES).- 


мА 
л 
Ч 


Sea iS; bs una sucesión de números reales. 
Si lim|—— <1, entonces lim 5, 20 y por lo tanto. La sucesión 15,1, 
н2| 
n x. » NDE 
es convergente. 
Demostración 


Por hipótesis se tiene: lim -5-3 1, sea r un número real, tal que: 


NDI 


H 


SR 
=z <r, siempre que п> N 


ч 


«r«] > 3М>0/ lim 


H— 


dp 


S 


H 


lim 
пЭ 


n 


18 


Sea рє2 /p>N => 


5 


«915 


p+2 


5 


p+k 


ра! 


<p" 5 


р 
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Spi 


а ES 5 ‚ de donde: 


< "15, 


p+] 
p 


21с E 
<r SL en general se tiene: 


ЈЕ 


3 E Y „К 
. de donde: —/ TAS 5 


сото 0<г<] => limr^20 (teorema 1.7) 


kx 


Luego lim=r*[S |=lim+*|S |=0 y por el (teorema 1.8) se tiene: 
5 P ae 12 р 


kx 


lim 5,,, = 0, por lo tanto: lim S, =0 
kx H— 7 
Ejemplos.- Demostrar que: 
H 
lim — = 0 
nx y! 
Solución 
n n+l 
Sea 5, == „+ => , entonces por el criterio de la razón: 
| | 
n! (n+1)! 
5+! 
| | 
| n+l n!5”* . 
lim |+ us E = lim -0«| 
n— > n>xr| 5” п>х |(п +1)!5" | лохпљ 1 
n! 
п 
Luego por el teorema (1.9) se tiene: lim — = 0 
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n— 2! 
Solución 
n. n+l 
Sea 5,--- => 8,1---. entonces 
3" aH | 
‚ |5 | n +]).3” >. n+l | 
шаны = Jii d е = — < | 
H— x Бр nx и З"! nox 3n 3 
Ж п 
Luego por el teorema (1.9) se tiene: lim — = 0 
n 3" 
. n* 
(3) lim — = 0 
HA n 
Solución 


4 


Aplicando el criterio de la razón para sucesiones convergentes. 


п! (n1)! 
Sea 5 =— > S ши entonces: 
п п n+l n+l 
Й (n+!) | 
(n +1)! 
| п 
| n+l)” . n" (n! | n 
lim |= | | = lim ши, = lim (——)" 
no S, nx n! n-'. (n 1) *! n! nx п +] 
H 
n 
n MN 
| =f CEN —lim— + | 
сз lim[( + ) д (n+l) = о n? y+] =е | ==<]l 
n n+ e 
! . n! 
Por lo tanto por el teorema 1.9 se tiene: lim "iz 
H— ° n 
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Se ha dicho que una sucesión es divergente cuando no tiene límite, esto puede 


ser, divergente а + ©; а- u oscilante. 


a) DEFINICIÓN.- Sea IS ы , una sucesión, diremos que: S, — +0, 


cuando п — oo, si para todo M > 0, existe N > 0, tal 


que: 5 >M,Vn>N 


. ° Эр- 
Ejemplo.- Probar que lim 37771 = +% 
no 


У M> 0,3 М =? (que depende de M), tal que: 


E | 1 in M 
371.M = (2n -1)In3 » In М, es decir n : 


+1)= № 
In 3 


b) DEFINICIÓN.- Sea (22123 , una sucesión, diremos que: S, — — , 


cuando n > oo, si para todo М > 0, existe N > 0, tal 


que: S, <-M, Vn>N 


Ejemplo.- Probar que Іті1-2п--о 
H— 


Solucem 


l+M 


YM>0, 3N=?/1-2n<-M > n» N 


1-М 


Luego V M>0, З N = /1-2һ<-М, Vn>N 
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с) 'DEFINICIÓN.- Si la sucesión (5,|  diverge, pero no а-о,пі 


ДРА 
а + ©, y además toma valores positivos y negativos en 


forma alternada, diremos que la sucesión 45, |... , es oscilante. 


Ejemplo.- La sucesión Ic» , es oscilante, pues la sucesión es 
| nal 


-1,1,-1,..., sii n es par lim(-1)' 21 y cuando n es impar 


H-—y 


1-39 HD 


lim (—1)” 2—1, Luego А lim(-1)", por lo tanto, no es convergente; pero 


tampoco diverge a +оо, пі a -o, por lo tanto, es oscilante por definición c). 


а) DEFINICIÓN.- Sea Sud , una sucesión, entonces: 


š s^ de Ë " _ 22 ( | : | 
) Si 5,<5,4, Уп>М => la sucesión (5, ha, 68 creciente. 


i) 51 5,,155,, Уп>М => la sucesión Lo ы es decreciente. 


n? 


A una sucesión que sea creciente o decreciente le llamaremos monótona. 
OBSERVACION.- 


Si S, 


‚ S S, => diremos que la sucesión es estrictamente creciente. 


n+l 


Si $,,, <S, => diremos que la sucesión es estrictamente decreciente. 


Ejemplos.- ' БҮЛЭГ 


Determinar si la sucesión | тү es creciente, decreciente o no monótona. 
Hl ` 


~ 
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4 п n+] 
AH 


2n+1 2-3 


Escribiremos los elementos de la sucesión 


Se observa que los cuatro primeros elementos de la sucesión van creciendo 


cuando n crece. 


п п +] 
< 


зад (1) 


En general tenemos: E 
20-1 2-3 


La desigualdad (1) se verifica si encontramos otra desigualdad equivalente en 


al cual podemos afirmar que es valida. 
Así por ejemplo en la desigualdad (1) podemos escribir: 
2n^ + Зи £2? + Зп +1 | 212) 


La desigualdad (2) es valida porque el miembro de la derecha es igual al de la 


izquierda mas uno, por lo tanto la desigualdad (1) es valida. 


Es decir: 5 < S,,,, luego la sucesión es creciente. 


Determinar si la sucesión (—j,., es creciente, decreciente o no monotona. 
п 


Solución 


T" шэг | |. |] 
Escribiremos los elementos de la sucesión {—},„ь|, 1, 23477, 


11 
п 234 n n+l 
Se observa que los cuatro primeros elementos de la sucesión van decreciendo 


cuando n crece. 


5 { ағымы 56 | 


< — ... (1) 


En general tenemos: 
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La desigualdad (1) escribiremos en otra desigualdad equivalente para ver su 
validez. 


п<п+1 


+ (2) 
La desigualdad (2) es validad porque el miembro de la derecha es igualdad al 
miembro de la izquierda mas uno, por lo tanto la desigualdad (1) es valida. 
Luego S, <5,, entonces la sucesión es decreciente. 
b) DEFINICIÓN.- 


Al numero A le llamaremos cota inferior de la 
sucesión (S,j ., si 4<5,, V ne Z", y al numero 
B le llamaremos cota superior, si 5, < B, V neZ'. 
Ejemplos.- 


En la sucesión ( 


Һәм», Una cota inferior es caro, cuyos elementos 
12 3 n 
© боп: -,-,-...., 
357  2n«l 


qm 1 
ә» Otra cota inferior es —, en general una cota 
inferior es menor o igual que —. 


En la sucesión (—j,>»¡, el 1 es una cota superior, en general cualquier 
nümero mayor o igual que | es cota superior. 


с) 


S 


DEFINICIÓN.- Si A es cota inferior de | D y A 2 C para toda 


cota inferior C de (5, | 
máxima cota inferior de { 


y>1 + Entonces A ser llama la 
Bs i 
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Si B es cota superior de (5, Ёс y si B < D para toda cota superior D de 


: ЭЭ : ( 
(8, „ү, entonces: B se Пата la mínima cota superior de (5, |... 


d) DEFINICIÓN.- Га sucesión RM diremos que esta acotada, si y 


п> 


solo si, tiene cota superior с inferior, es decir: 


Slak; У пе2“. 


me ер | 
Ejemplo.- La sucesión 4-), es acotada. 
п 


Sea {5,} „у una sucesión, entonces: 


š 5 1 | . { 
) Si Dy es creciente y acotada superiormente, entonces (3222 es 


convergente. 


ii) Si IS es decreciente y acotada inferiormente, entonces DAR , 65 


convergente. 


Demostración 


i) (52% es acotada superiormente, por hipótesis a = minima cota 


superior de 18,) dado un número 2> 0; se tiene que q - e, no es 


n21? 


cota superior de 18,) 


жі, Pues a - € <a y ases Іа mínima cota 


superior de la sucesión como a - = по es cota superior, 3 un número 


entero positivo N 20,talque:a-£«S,, V n> N ... (1) 


+ , œ . 
Tenemos S, <a, V ne Z .. (2), aesla minima cota superior. 


Si 5,551, УПРМ em (3), (15, Ж es creciente por hipótesis). 


~ 
ол 


Sucesiones 


Luego S, < 5, ретоп> N  .... (4). 


De (1), (2), (3) у (4), se tiene que: a-e < S, <S 5, <а<аље 


siempre que п > М => DARE es convergente y su límite es la mínima 


cota superior. 


ii) La demostración es similar que (i). 


e 


OBSERVACIÓN.- El teorema establece que toda sucesión monótona y 


acotada es convergente. 


Toda sucesión convergente es acotada. 


Demostración 
Para demostrar que: 5 <k, Vn 


Sea [5,] 


„> Una sucesión convergente y sea L su límite, es decir: 


limS,=1 <> Ve>0 ,3N>0/n>N => [5, -Ц<е, 


H— x 


tenemos: 8, = L| <с, Ул>М 


r н 


S. =S,-L+L = |s,|«|s, - 0+ « = + Цас donde: |5 : ЕН V n>N 


S.S... Sy, Sy, acotada por £ +|]. 


Sea k = тах s.l. 15-|, Sal Sl +] |, luego se tiene: 5, Sk, Vn. 
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1,10. SUCESIÓN DE CAUCHY.- | 


a) DEFINICIÓN.- Sea 15,1 


nj >} Una sucesión, se dice que es una sucesión 


de cauchy, si para todo £> 0, 3N>0/m>N, n>N 


entonces 5 -S «s. 


ч 
./!! 


Ejemplos.- 


ТЭР 
(1) La sucesión (—;, „| es de Cauchy. 


п 


En efecto: Ve>0,3N=?/ Vm>N,n>N > |5, -S,|< £ 


т 


i) Sim=n ->|8 a IÓ 
mon 


т 


1 


1 
m n 


d < E pero debe cumplir que: 
n m n 


i) Sim>n > |5,-5,|- 


т 


ЮУ 


| | 
–5,|<Е ->-<в de donde: n>—=N, (m > n > М). Luego 
H E | 


bastará tomar № = 


һә | — 


Ше NE: 23 como 5 


- 5 |<2. 
m n т 


m 


; | | |] 
iii) Si n > m > |8, -5,| 1-1 
| m n 


1 NN: | | 
entonces: —<£ ->т>--/М. Luego bastará tomar N =—(n >m>N). 
m E E 


- n+l 
Q) La sucesión 4---|,>|. es de cauchy. 
n 


“En efecto: У £> 0,3 М= 2/пђ, т> № = |5,–5,| <= 


Sucesiones 


ml na) 


nm . n 


|5,-6,- = 


т 


1 
tomar М--. 
Р 


TEOREMA.- (FÓRMULA DE STIRLING).- 


кә 


| || | | 
— —-—|. se reduce al ejemplo anterior, luego bastará 


n n 


Demostrar que para n grande: п! = У2лп n"e” aproximadamente. 


Demostración 


Por definición de la función GAMA, se tiene: 


Fin +1) = | Ke “ду = | и а | a (1) 
) ) | 


La función n L, x - x, tiene un máximo relativo para x = п (queda como 


ejercicio probar). 


Haciendo la sustitución x = п + y en la ecuación (1): 


74 ' l I y | 
i -H nln(nav)-v =й nln a+nln( јаз JAN 
I (n +l)=e e MEN: dy = e e dy 
| =n | 


$ 


a 7 nin(l+=)- y 
=e n е 4 
n 


dy ... (2) 


„3 
Х 


8 T X < 
También se conoce que: In(1-x) = x-— 4 —- ... . (3) 


2. 9 


| у E - | 
Haciendo х---, además v = ули, se tiene: 


n 


E : | x. ша 2 
-—+——...... - Ly 
VEN 3 22 жи цэн JA 
Г(п+1)=л е" | е 2" 3n dy -те" 2! ез а 2.4) 
E 
-H мэн 


Nn 
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Para n grande, una buena aproximación es: 


ыз 
5 


Г(я+1)=л"е м e“ – Nan тет! ... (5) 


Además Г(п+1) = п! | ... (6) 


Рог lo tanto de (6) en (5) se tiene: n!=v2xn n e”. 


М ! 
Fjemplo.- Calcular lim —— 
no n 
Solución 
nf! -12 2н/” 
л! пе Элп 1. > Ё 
lim —— = lim ———————— == lim 4 2лп 
nc gH n n e nx 


In 2zzn 


| уп /2лл | lim 


= — р", = —e" -h = -е”” n — =P =— 
e e 6. e e 


 TEOREMA- (CRITERIO DE STOLZ-CESARO).- 


41 
Sea (4,121 Y trine . dos sucesiones tal que: 


i Si lima, = lim b, 20 у la sucesión (7, y», , es monótona ó. 


H— H— x 


i) Si limb,=+x%, y la sucesión |5,j,.,, es monótona, entonces: 


HX 
Aa а-а 
lim — = lim ———7 = 4 
шин b, nE Da _ b, 
. In(1!) 
Ejemplo.- Calcular lim —— 


n In(n” ) 


Sucesiones 
Solución 


N = ]n(n!) м = In(n + 1)! 
Sea => 


=1In(1") Б, = (и +1)" 


/ 


In(n + 1)! —In n! 


lim UN hinc: = | 
neb, «ba -b, пә аи +)" л" 
(n 1)! 
de o In( +1) 


= lim — —É em Á 
nx (n--l)In(n-1)-nln.n n>x 


|| 
! In(] + n)” Ine l 
= lim — m — n = —À = 
n— 1 Inl+Ine | 


In(l Eo In(1 + n)” 
n 


| In(n*) _ 
lim 


Hx Іп( ) 


“EJERCICIOS DESARROLLADOS-- 


(1) Estudiar la convergencia 6 divergencia de la sucesión 


(2n L Sy uso pr? 
(Ап 1)? (n +3)" 


n 


Solución 


2n45 2 2045, т -3 
2 E 2n 
(2n +5у "5" 3 ( ) (1+ 


7 п+2 X | 5 
(4n +1) (n +3) E 2y 


n. m md + In(n + 1) 
n | 
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‚ө. 


э?п+5 part "3р?" (| Q3 yes 921+5 na 4 2 y2n+5 
е — Е 2n 
> 2 | Э > 3 21:3 || 3 3 > 
42 ya] jas i | ды 2)» отн п" (1 заг (j шар! 
4n 4n п 


э(1+—2-)2"*5 


2п 
(1 уа + Зун 
Ап п 


2п 5(21+5) 


s = = 
2[(1+ 2 ІШ 7,5 35 
lim S, = ШИВ = e 5. 
n nx ] сэг Цаг: 3 п 9n; 1 
П шаг ар П кеме -] 3 п e* e 
4п п 


(2) Calcular lim N27? +1зеп(———) СЕ sen Цан 
n+l n+1 


пЭ. 


Solución 


sen) = = зеп(л — - s = веп(——) 
п +] п +] n+l 


sal) = sen(3⁄ MEUS = ши 
n+l - nl n+] 


sen) = = sen(57 = шин 


lim Y2n* +1 sen( D). seni 22 ).sen( 2 ) 
n— x п +] п + 1 +1 


= lim N2n* +1 ae 202 
"XC n+l n+l n+l 


Sucesiones 


Ma 


— (+) sen =). sen( E e 


am ни Jim їл) sen( —). sen( —). mE) , 


21 +1 
m | A = xw < ... (2) 
гэх (n+l) 


Sea 2- 


=> n+l=-— ;. cuando n > с, 2 — 0 
n+l 2 


З | 1 E JE әл Ч -1 
lim (5 +1) веп(---).вел(--).веп(---) = lim z ` sen 7z.sen Зл2.5еп 572 
nox | n+l п + 1 n+l гэх 


sen rZ sen àrZ _ senórZ 
= lim 7 3 ST 


... 


-15л3 


2; ... (3) 
2-9% тё 377 Sm 


Ahora reemplazamos (2), (3), en (1) 


saami Моне +1 +] sen 


n- 


E (C Anz за 


) = 15/2л" 
+ 1 


~ | | E 
Calcular lim пе === Зп 
nx H n^ КЕ 3 чл" + 3 
Solución 


lim п“ 


| | Зп р; 6 | N n? +3 3 
n— М, +3 i "mni i n i | edi TAS )] 


n^ +3 Vn" +3 
6 | 2 
n n +3 
= lim ——U-y —)” 
nx (n° 43) . Yn +3 
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3 п МЕ 3n "E 
"e AL. T E 
= lim (— - Ши | 7 +3] n" +3 
n n? +3 
3 3 — 
RA ШЕК 
Ішті ; n^ +3 2439" 
= (је ШЕР . donde: lim n2——— = lim 7|— ———— 
nor n +3 aoz Е. + 3 
Hug, 2 
n (m +3) : n +3 
= lim » A = EE 
п-эх Wn (143%) пэ {13и 


п (а? +3)- 3n" 
imt (LE п +3 -) tim Ө %3)-іл (+37) 
= е" эн 1-3 7: = о" (24 п =e = | 


Aplicando la regla de L'Hospital 


3 22 
(4) Evaluar EAR AR 


Solución 
Racionalizando numerador y denominador 
3(Vn+1-Vn) F ___ Мич -va) оо 
lim ————— — li 
РІ ГЕН Уа) | 2" fac) Mane! >) 


Vn +1 -vyn 
salim aa == 
2 пэж Jn ` + 2п +1 n ndm 


| l | 
ede um 
dan n И 


= lim —— 
| ү!+5 aaa i +1 


Sucesiones 


— a. APART SO 
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300 y 3( 0 y, 
2 p Dos Del ТЕТІ | 


(1-4) 
lim ————— 120 
nx 2( n+l! -vn ) 


| 
Calcular el límite: lim nqa” —1), а>0 


H— x 


Solución 


= се | 
Hacemos Z = ча -| => ча = +] => 7n а = 142) de donde: 


| In(1+2) In a | 
— = --- ш» п=————— , сџапдо л—< <> :->09, entonces: 
п па | (1-2) 
| 
por Ina ! | 
lim z(a” – 1) = lim — 2 = ha. lim ———- = ha =la. 
noo 2-30 In (1 -- 2) 2->0 х | Ine 
ЕТ In(l + z): 


| 
Lim n(a" — 1) = Ina 


А-2 


Estudiar la convergencia 0 divergencia de la sucesión I [у donde: 


| 1 | 
(3л +1)? (ne T) 2 


€ 


H 


Solución 


Para determinar la convergencia 6 divergencia de la sucesión calcularemos el 


limite de T, es decir: 


n? 
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1 n-— 
ines Йй (3n +1)2 (n4 7) 2 


Hn» c nx. | 


(3л + (п“ +5)2) (1+3)' 


Qon TS, У3п-1Ун%7 In 
= lim ( Y lim 
пэх n+3 по. Зи + punc ИТ” 


mana 


2. 


n+7) 43:14 +7 


3) (3n + Мп? +5) 


4 п+3 4n |ы 
= lim (0 +— 4 y+, [ип — 
n - H3 


lim 
n+3 


м3-041-0 LANA 
зако. 4 


Сото 


n—r 


| ХА 7 
lim 7, = 1 e , por lo tanto la sucesión 


, es convergente. 


+3 т-іІ 
Calcular el límite lim (E. 
nx +4n 
Solución 
2 ”-! m+n (3-40)и7-1 3-4! эг 1—1 
52.31-- — me lim- 
lim 22) п = lim | (1 рете 5 4n 21. 4n ШЕ HW. xp Cam +4п an 
n>x "9% + Ап nx > E Ап 
3 4 3 
= u B 
m rd lim ——2L 427 
-4An +3 -3 т | 4 
lim 4n E n H + B 1+0 | 
= QU n +4л7 = e n = = — 
1-0 e 
г 2-1 
243 | 
lim у" = 
пэх n” +4n e 
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! | e Wo ud а 
Calcular іт (со5— + xsen — )" 


nx n n 


5 Solución 


а а 
Sea >= — de donde: n = , Cuando n -> о <> z — 0 


277 
- 


п 
А а а | CH. rus | uu 
lim (cos=+xsen=)" = lim (cos z+ xsenz): = lim L + (cosz —1 + xsen 7) |: 
| ______ а(сов:-інхвепг 
= lim (1 + (cos 2 –—1+ xsen 7))cosz-l+xsenz | 7 | 
2-0 | 
ga ên 17 Беле 550: | бй 
RT - 2-й = 2 ) а(- 1 ах 
=e ` = =е у = 0 = 
; а а | 
s. lim (cos =+xsen=)” = e^ 
n». n n 
l. 
: 22у, 
(9) Calcular lim (1-- n +n)" 
NL 
Solución 
: : па 
Aplicando la propiedad е" = а 
¡ | AE In( 1-446 ) . 1+2л 
| NE lim In( Lc 77 y" lim— x и 3 0 
lim (Ion m) шен” ше" és РОНА D ОЦИ 
N-W 
| | 
š | 2\, 
lim (1 ЕТЕ =] 
nx | I 
1 
| - cos" — 
< п 
Calcular lim — —— 
H— 20 1 
sen— 


n 
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matins M Snap жаса ас с o 


Solución 
| | 14; ] 5 | Е 
| - cos" — (1 — cos —)(1 + COS — COS" — +... + cos =) 
lim eR е IO: O AMEN LR n ^ 
nx noz | | 
sen — 2 sen —.cos — 
n 2n 2n 


> |, | 5 | | ds 
2sen? — (14 cos — + cos? — +... + cos"! —) 
шара ЖЕРЛІ пи n 


/— ] 
2 sen —— .cos — 
2n 2n 
| | zd nt | 
| (1+ соз – + cos" —+...+ cos -) 
= limsen — H 4 H 
nor 2n | 
cos — 
2п 
| | 
Lacos" — 
1+1+1]+...+1 . | 
= шэг TA NS ^n lim —— oO 
] nx | 
sen — 
n 
а 
| | 5n" 2" 4 ` 2n 
Calcular шп —+—+...+ 
төх (|| ду? 4-0 4 7 Зп +] 
Solución 


En el presente ejercicio aplicaremos el teorema de la media aritmética. 


| | 5n 2 4 
lim ————(——-4—4-—- 
27 


п 041912 4+" 


2n 
эн 


| Sn? | | 2 4 
= lim ~+ lim (tte 


n —> оо 1+972 (4 + n) n 9414.9, 7 3n+1 


2л ) 


Sucesiones 


o 


2n 
қ (Tu 
= lim ON lim шаш иг 3п +1 
п —> © TETE +1) n —> ос dl. n 
n^ n 
5 | 2 52 17. . 2 
= —=—+— = — donde: lim с 25 
49--0(0-1) 49-03 3 9 9 >23n+1 3 


Hallar lim [л A уа а A ) 
no. inl0n) 258 3n-1 
Solución 


En el presente ejercicio aplicaremos el teorema de la media geométrica. 


4 813 58-22 ,-ішіт) 2 [3813 5л-2 
соо эл у= lim Р ZA. lim + 3815. n 
In(l0ón) 258 3-1 n>% (10и) »2»V2 5 8 3n-1 


lim ain 


пэ N 


Y 
-0492-2 , donde: = = lim £n «1 y lin аш. 
nt n» 21 0n) _ 
3813 51-2 . S5n-2 5 
lim z[—.—.— = lim E. 
пэх\2 5 8 3Әл-і пә=3л—] 3 
іл2 113 In(r 
Calcular lim sen(27 2202 шим a Ее : 
nx n 113 104 [п(л +1) 
Solución 
(и) | (л) — , n+l 
Sea a, = > lim a, = lim — in = 1 
| (7-1) е ETE "эс NM 


еп el cálculo de este límite aplicamos el teorema de la media aritmética. 
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In2 103 In(n) 
lim n беп(2л аа! (——+-——+...+ г 
noz n 113 4 In(n + 1) 
па 13 In(r 
= limn зеп(2л cos) е SN 
nx In3 14 In(i +1) 
102 103 nm) ` 
= li 2 =} lc с aan ...(1 
um sen(2 цал =) lim d In4 КОП, 2 
Ahora calculamos cada uno de los límites. 
1 Лп2 1п3 Іп(п) | "Pr 
= lim —|—— +—— +.. + ———) = 1 (por el teorema de la media aritmética) 
пэоп іп3 14 In(n +1) Я 
2 2 
Sea 2=— => n=- , сиапіо п ә с => 2-0 
п 2 


—2z cos(2z cos z)sen z 
lim A sen(27 соз?) = = lim sen(27 Cos z z) = 2 lim ша РА 
n— -»0 = =>0 || 


= -4r cos (2л).0-0 
- Luego estos límites reemplazamos еп (1) se tiene. 


In2 13 Іп(п) 
беп(2л cos AE 
n^ In3 114 In(z + 


Ln. (0X1) = 0 


Calcular A= lim У TEE 


H— 20 


k=l 


Solución 


Sucesiones E 39 


En el presente ejercicio aplicaremos el criterio de la suma de Riemann es decir: 


Í: (x)dx = lim У r 
) n— - n n 


n | 
А = lim (n? +k?) 2 = lim == lim У, 2 


п | 
> АЈ mx 
noc = п —>ос = n? m lim у) "m > n 


= PE ү/ =In(1+42) 
[E /, 


Hallar lim Lee) ee. ач) 


|. n^n и - 


Solución 


Aplicando la suma de Riemann 


21 2 M MX 
lim — (tg) + га (223 +...+ оу) = lim у tg (—).— 
no y 4n án Ап nx эж Ап n 


TX 4 лх, | 
= | [о — dx = -—In | cos — 
E 4 Л | 4 Kf, 


2 
ја 6 — + 1 Пе .+ tg ——) = — In? 
lim (e 23 ё л 
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Calcular lim O ТЕ, + In(a NG +...+In(a gen ‚а> 0 
| | H п 


H— c f n 
Solución 


Aplicando la suma de Riemann. 


2 
lim (йй + 1; +Ina+=)+...+In(a + =) 
n>x H n n n 


= lim У Ina) = ІШ ... (1) 
nL - n H ) 


Ahora integrando por partes se tiene: 


dx 
и =1n(a + x) du = 
Sea = х+а 
dv = dx 
у == X 
X 


dx = xI]n(a + x)— |в- - dx 


х-а 


һа + X)dx = хіп(а + x)- | 


х-а 
=xIn(a+x)-x+aln(x+a)=(x+a)ln(x+a)-x  ...(2) 


Ahora reemplazando (2) en (1) se tiene: 


2 
lim liina ehas ес ИХ ie ІШЕ 
| пећ. п n n ; | 


. | 
=[(1+a)Inx+a)-x]/ = ((а + 1) In (а + 1) - 1)-(a Ina-0) 
0 


= (а + ]) In (a+ l)-alna- i 


41 


Sucesiones 
500 500 „500 
: n n 
(17) Calcular lim [a sl — ОН + MT 
n* (n+l) (a +2) (H + п) 
| ivi 
Solución 


Aplicando la suma de Riemann | 


500 /— 500 7500 

. n n n 
lim Гит ает ТДИ 
nx (n+!) (п+2) (n +n) 


50 5 01 
" 01 y n 5 1 
5 


= lim [—— ——— -+—..+— 
nx (n ту“ (0207 (n n) 


| 
= lim [( yo , Te y?! + H y? 
nx n+] n+2 n+n п 
| 1 | 
= П dece сеш ызаны сш шаг 
H H n 
| n 
: l | dx 
је не с А 
э е (+)! n (x+!) 
й n | 
| | Е | 
= —— T ————(——-1 тив 
500(х + p /, 500 Gm ) 500. 2: 500 ) 


Calcular lim a,, donde а, es dado por: 


NA 


1-20л .2420n. | 
M 218 In(21) 


Ini 
a, = — Y — — ———— 
| 1-20п” 2-20п | n-«20n 
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Solución 
Aplicando la suma de Riemann se tiene: 


1+ 207 2+ 20и 


20x 
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In(21) 
п + 201 
/ 
In(20 4- 3) | 
-----5-1- 
H H 
20--- 
п 


| In(— ) Ini ) 
lim a, = lim [———À— — +—— L —+ 
nx nx ]l-20n 2 + 20n 
|. 2 
In(20-- —)  In(20+-—) 
AAA а ава э 
nL | 2 i 
20-- 20822 
n | п 
i 
п 11(20+—) | 
| E 
= lim — = k. g dx 
n— >: > 2044 ) 
H 


2 D E | : 
AE | = n 21- In? 20 
E 


2 


dee 


| 1 
lim a, =—[In? 21—1n? 20] 
пэ PE 
"E 2 

| (sen = је" 
Calcular lim —[———L—— + 
n>x q || 2 
SEN — зеп- 
n n 


(sen бе" 
п 


Solución 


2 
(sen—)e"  (sen—)e" 
Sea а, «[———L — 4 ——ÉE — +... + 


| 
sen— -зеп- 
n п 


Ho 
(sen —)e" 
22:22 23 


п 
sen(—) 
n 


"rH. 

Hn. = 

(sen —)e" 
n 


n 
sen(—) 
H 


п 


ЈЕ: 


n 


Sucesiones 
y 
. i 
i A 
n sen3(—)e" 
) | | 2 254 
d, = —— A — -—. ahora tomando límite. 
l H 
i=] sen — 
п 


. Í 
LE 
п Sen3(—)e" 3 
; ; n | sen3x. Үү Зѕеп х — 4ѕеп` х 
lim a, = lim --------.-- |---е----------(Х 


4 


nx n>x i ^n J senx I Sen x 
2) sen— | 
п 
| X 
; 0 | e (1—со$2х) 
= | Зе'ах— | Asen xe dx = | 3e'dx - 4 | —— = 


> 


) ü ) ) = 


0 


i | 
= = (5e — 7 + 2ecos2x + 4еѕеп 2x) 


~ 


Verificar que: 


п п п | 
НІ | a pee po A iqi ж, 
пэс |+ 2п + 2п“ 4+4n+2n"” п + 2и(п)+ 2n* 3 
Solución 
п п on 


-%------%..%-;----; 
lI+22+2n" 4+4n+4+2n* n^ + 2и(п) + 2n” 


Sea а, = 


.. 414% 2 . 
Dividiendo entre и” al numerador y denominador 
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а | |! | | + PENES NE ЈЕ 
= | +... 4 = 
2 l E | n. n mn 
к= 2+2(—)+— 2 + 2п(—) +-— 
поют n п? n n 
| | | | 
а, DETER MENO Е А ЗБ  — TRAE > 
(A2 (=) 420042 — (CY «2042 " 
n n n H n n 
à | | 
а„ = ( | г ).— , ahora tomamos límites 
ЕСЕ Y 4209242 " 
n п 


| 1 dx 
lim а, = lim A sqa с 
пэ n» n 'Х +2х+2 


it (С T е? 


| Ё | | 
- | = агсго(х + D / =arcig2 — arctgl = arctg(—) 
y Gc D^ +1 0 3 


z = агсіе 2 [82 =2 
NOTA.- ши 

y = ағсіо 1 ig у= | 

tez=tey 2-1 | | | 
і(:-у)--<-----------іс(2-у)т- = 2-утағксіе(-) 
a 4 1+0 улест 1+2 3 4 3 4 Эс 


| 
= arctg 2 — arctg | = arctg 3 


ЯН | 
Probar que: lim (— + +...+ аас Іп 2 
пэх n n+l 2n 
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Sucesiones I 
Solución 
. 1 ЭГ” | Б sd 
lim (— + +..+——)= lm[] +— И |– 
nx H n+l 2n n. | Hn n 
ps [=з 
п n 
| п 
С Жү? | | | | | | 
= lim — lim и + ]— = 0+ lim (——).— 
п-эх И nc 2. n y HT. l ) 
|+— l+- + — m dee. T 
n 7 п п 
dx | | 
= In(x« D / = 11 2-In1=In2=0=!In2 
y X+ 0 | 
хал | | 
lim (+ + +..+——)=1!п2 
n»n n+} n+2 2n 
: | п ‚ п 
Calcular: Ши == превезена) 
| | НЭЭХ qute] apt ue ntn 
Solución 
: n | n | | | 
lim | pr ЕА. cuu aT 
naan amp ИС NTER? PR Тэр 15:02:22 
п п ол 
n 
. <` | l dx | 
= lim ------.- = 7 = иста х/ 
nx ví L2 H ss 0 
4. iz] |+ (=) U 
: n 


= arctg | –атстод =—- 0 = — 
i md 4 


à H n | H Л 

lim | +——... + -]=— 
2 2 2 2 

п" 42 n” +h 4 


H—>x H” + ] 
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| 52 A 
arctg(—) | arctg(—) — 
Calcular aG = = eene uk 4 ) 
nx l+n 24n nn 
| 
arctg(—) aic) - 
ime A AL 
no» 1401 2-0 п+п 
| 2 п 
arctg — arctg — arctg — | 
- lim[ "ie cde ~ | 
nx 143 LEN | Тэ ЛИ 
п 
H ОЛ 
= lim чау (жаа NET 
Ши: 1+(—) i Жи 
п 
и = arctg x ree 
Integrando por partes se tiene: 1 di > Ix? 
| Еа у = (1+ x) 
Ї In(l + 
2. TEE ахі) s. 5) 0 
I+ x | х? 
у In(l + x 
-2102- з, 512) 
4 ) l+ x" | 


) A 
Ahora haremos x = tg Ө => ах = зес" 040, para x = 0; Ө = 0, x = l; Еэ 


[ "2а Е 0409 
jd-x ) 14 tg ^0 


Sucesiones 


4 


л | 5 , | | Т 
= Ї 11015489) ec! даб = || “Im +120,0 
sec ) 


- 


| r 8. 

| sen(— — 0) + senQ 

: cos 0 + send 2 

Como 1-Ісб-----------5-- 
cos Ó cos Q 


Л Л T JE 
2sen—cos(— — 0) J2 cos(— — 0) 
: 4 4 _ | 4 


= — M 
— 


eos cos 0 


3 


л | r [5 Л 
g . Ү2со5(----0) 
pe x) dx = Ї Їн(1--16:Ө)40 = | ==: 10 
) ) ) 


E х? eos 8 


T 


Л A 
- Ї ТТЧҮГТ | (созт — 0)d0 - | їлсов040 
) 12 а š | 


) 


[ ist | dx = = Ina + | In(cos(Z — 0))40 — | in(cos 0)d 0 ...(3) 
) l+ x 8 ) 4 ) 
Sea u- 2-0 => 4ик-40, 6-0; и-2:0-2:1-0 
4 4 4 
Ї ицсов(--0)40 = | In(cos u)( -du) = | In(cos u)du ... (4) 
| - 


| 1 
К 


Аһога reemplazamos (4) en (3) se tiene: 


| In(l I = = + | incosindu- | In(cos 9)d 0 = - ... (5) 
y y | 


2 
Ltx”. ) 
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Ahora reemplazamos (5) en (2) se tiene: 


О а о ан а ... (6) 
dX 4 8 8 


Por último reemplazando (6) en (1) se tiene: 


1 2 л 
arctg —  arcig — = 
т тл рна 
n l+n 2+п nn 8 


. . . 1 ll, 
Estudiar la convergencia de la sucesión (6,1 „а, donde: b, = ји uy uy, 


P TO 
con up =1+—, calcular su límite si es convergente. 
п 


Solución 


Sea k= lim b, => Ink «In(lim 5,) = lim In(5, ) 


п-Э 2 


. | | | . | kou 7 
Ink = lim In Jui" us и!" = lim —In(u a5 Lu" ) 
I | 2 n | 2 n 


nx n>x Hh 


. | 
= lim — [и In uj +4, Mu, +...+4, mu, | 
n» H | 


= lim ЫН Эн +9401 МОТ, МЕ уи $a] 
A H п H n | п 


n р 


= lim IL ЕТ 
n= - n h n 


ШОН 
4 


| : 2 | 3 
Ink = х 0502: 2 ийэ) / = 2 1n 2-— 
| 2 0 4 


Sucesiones 


3 3 
калыш. => бын. Er 


| 3 
lim Xu ay us" = де ? 
N— Y 
Calcular lim — Lean + by + b)(an + 2п).. (an nb) 
n>2% mn 
Solución 


Sea b, = Д "(ап 4 b)(an + 2h)... (ап + nb) 
E 


b, = (а + Ed 4 —b)...(a 220) 
n . n n 


In(5, ) = : [In(a + 2 + In(a + 2) +... + Шал = b)| 
n n n п 


n . l 
In(5,) = У map. tomando límite lim In(5, P lim oves а-- Lb) 


NL 
i=] 


| 
in( lim 5,) = | In(a + bx)dx = |х (а + bx) + > In(a + bx) – х1/ 
eo dex ) і 


0 
= na € b) 7 Ina b) - 1-7 Ina = In(a Шилэн We 
a 
| Ь а 
= EC + b)” + in(— uU | = E CRM RACE MN 
b 1 b а“ 


J 
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| (а-ы 0) 
ü | "uu е? | “ 
a? e 


Eb 
| (4-5) | 
lim In(5, ) = In y г, | lim 5, 
n» at n-x ү 
. 4 а и а 
Calcular lim cos—.cos —.cos —...cos — 
HA | Э^ 2- . e 
Solución 
| | sen2d 
Sea sen 2a=2sena.ccosa => соба-----. 
2 sen а 
“ “ а 
—  $Sen—  sen——- 
a a a sena 2- nt 
COS ¿0080090009 =... = 
- ә: | a а а а 
т 2 2sen£ 2sen zo sec. 25005— 
2 2: , 27 
| Senda 
a а“ 
2" sen gé 
2 
I а а а а send XT 
lim cos —.cos —.cos —...cos — = li ... (1) 
nx. 9? 2? 2: NX An a 
2 sen — 
y 
a 2 | | | 
Sea Z=— => — = —— , cuando п-әс <> z— 0 
2" а 2 
2 send ,. 2 send sen d 
= | = (1) = ... (2) 
а -0senz а “ 


sen a . 
— = sen a. lim 
2530 (sen 2 


Ahora reemplazando (2) en (1) se tiene: 


Sucesiones 


aaa wangan = Ou тты 


a a 7 а sena 
lim С08--.С08---.С08--...СО8-- = — 
n»x 25 2- ЭН а 


07) Calcular lim л (1-4 — 


MY i=] 


Solución 


| 2 Э 
ы 2 > cos” x—sen” x 
Sea соѕ 2х = cos” x-sen^ х = — 


2 a 
чеп х+соѕ7 x | 


ttg Xx 
|-ig 2 
лан 20 A > 2 COS 2 N 
соѕ 2х = = --(1-ір”ху)сов x , de donde: | — tg? Хт---- 
sec x < COS Y 
lim л (1 =] > = lim (1-і ¿a 2-3) (1-1 m 
g 5” Ë 3) Ë — 
nx. {=} 2 2 
>05 — cos( —— 
' cosa )n-l | cosa 
= lim .-----<-..---<-)- lim "kr HANC 
n— 24 2 2а п->ж a 
COS" — COS cos” — со5(5 Le ;)- соя” 
. 2 Э" э" 
| | a 
= cos.a. lim Іт ------------ = cos.a(1)( Si 
n Q nx a a a senda t ga 
СО$- COS — y... COS — 
1 2 2 2" 
lim л (! -187 са = 
n [=] са. 


Calcular lim ( 


| 
TL T +=) 
lim | п? + ` n" +n 


Solución 


Este límite se obtiene acotando, es decir: 
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|| 

Жеке БЕСТЕ жә 
2 3 

n n n? +1 n +] 
l 


2 
Vn? +n | š VUE +1 


| | | 
E шсш шша ыг 
Мп? +n Мн? +3 Ji +! 


sumando 


l 


|| || | 1 
—————— $ —— + == + 
| 2 | 28, | 2 | 2 | 2 
п +п n + п п“ + п п“ +1 n +2 


| | | 
+——— € —— +...+ == 
Мп? +n Мп? +1 Мп? +] 


H 


n | | | 
, т-ршшшашш- < —— + 2H 0. + 5 
Nm +n Мп? +1 Vn? +2 Мп? +n Мп? +1 


Ahora tomando límite se tiene: 


Econ E lim ——— 


| n 
lim —== < lim (== + === + - 
nx к 21) лэх == +] Nn +2 КЕ "Эе / +] 


| < lim ——— 


| 
E 
. nay “122 ШЕ +n 


Sucesiones 


Estudiar la convergencia ó divergencia de la sucesión 


E O) 


^ 1 1» (ЕЗ 
Sea S =2(—)+3(—)2 + 4(—)3 +. 
n P (2) e 


lim ——— 


| lim 7 +1 “ЭТТ -2 


| 
pun um 


“л 


1 
E Dyo-yl 
(n K 


| 
Multiplicando por — a la expresión (1) se tiene: 
4 


| 1 2 Е la 1277 
“оо ГЭ 3 у а) ЕС 
25, 7 2C «3C € хэн DC 


Restando la expresión (2) de la expresión (1) se tiene: 


Ss 
4 


A 


S, = 


СОРЖ, 


4n 


5, 


data 
3 


" 


X 


|| 


cQ M 


E 
12 


l /1ү Ina 134 
250) +) *C) 


06) CQ. 


4 4 


- Qr | 


2056, 27] 


Dry 
3 4 шилээ) цаас 


4 (п+1) 


3 4771 
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5, fasi , donde: 


Tao CY - (п + NO” 


ONG 


І- (DG p^" 


2 | 
= [HH +11 
І-(п x? 


n+l 
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lim 5, ES = ва (= &—[ “(је > Lyr- )]- 24 


12^3 47! 
2 | 2 ] 7 
| (ый (узсе eba 
3 i ] Ч 3 9 
lim 5, == 
nx 


Estudiar la convergencia ó divergencia de la sucesión 15.1 f aop donde: 


ШОГ” -(2- DG? —1)...(я*—1) 


T 
yu (2: +D? +1).. (л +1) 


n 


Solución 


22 -1 (2° -1X3 - Dd? - n.o -1) 
кедр (P e DOS + Du +1). (п? +1) 


H 


_ (2 – 127 +2 + 13 —1)(3° 4 За аа” $434). )...(л — DGr +n +1) 
(2-1122-2-113-1137 -34 D(44 D(4^ — 4 +1)...(л + уп“ —n+l) 


Como n? - [= (n - Din +п + 1), (п + 1) + [= (п un 1) ((п + 1)2- (0+ 1) 51) 
= (п + 2)n! *n- 1) 


"3-1 1.2.3..(n- 2 —п-+1)(л - Dur tnl) 
T =— 
k=2 231 9.4.5.6.7...n(n° – Зп + ЗХп + уп“ —n4l) 


n 


_ 1.2.3.4.5..(л—2)(л - (7 +n+1) 1.2.3.(n -2ya - ly enl) 
9.4.5.6.7...n(n + Dr – Зп +3) 9.n(n + (и? — Зи + 3) 


lim 5 
п 25 ж n>x 9.п(и+1)(и7 – Зи +3) 


нь 12.3.(«.-2)n-l(n^ +п+1) 6 
9 


2 
3 


5 ucesion es 


| 2 п 
nep UU, ¿DS 


Caleular lim ( 
: 2 3 ntl 7 
п-э = h п п 


Solución 


(21:25 o ау 


lim 
2 1+ 
no py? л” п"?! n A 


(a sl, а Жа 


аа n | n поп 


= lim| (1 4014) $ (1+2) Д) 
пх п H n^n n 


= lim ((1 +-)-1)( + (14 J +(1 +1) +..+(1 ue 
no n n H n 


- lim [+= е а ии 
ASA n H 


е-1 


lim (+ As UM . хи, 
n 


пе py? п"! 


22274! 
Demostrar que: lim = 
noz р" 


. Solución 


Aplicando el criterio de la razón para sucesiones convergentes 
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2" I ! 295. ! 
n I = КУМ шз 
п" (п+ђу“ 


27 +1)! 


п+і энэ! ну у n 
ТЕ 25125527 Np E 03: ТЕР = lim 2 
"-әх| 5, nx 274! "әз "(п)" по“ (п+1)" 
" 
-1 -11-1) зог -1 2 
-2lim(— z 2 lim [15 ——) | =2е --«| 
nx n+ nox. n+l e . 
As : | Fy! 
Luego por el criterio de la razón se tiene: lim —— = 0 
пэх р!" 
2 D 2 _ 2 M 2 Es 
(3) Calcular lim Y Dir, – 2п" — 3). An n) _ 
пх (y? + Dor + Зуи +5).. ҳл? +(2п +1)) 
Solución 
lim (п? - Du? -2)т: -3).. дт -п) 
ax (n° +D? +3)(л? T$). ҳл? +(2n + 1)) 
2 3 n 
(1-- -)@--).-@--у) 
dum EE 
Ut (+ Dod (1+———) 
1 Пи 8) т ul 
| = У 2 E Um n п? 
КЕ 1" [===] =) 0-55 D D 
= lim n : n- : БЕСТЕ 
Шы 5 2011 = 


[(] guit a уур" + — =) s ] ” 
Ци т п? 
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---------------------------------------...--.-----.--------------------..--------. 


lim EUER жн) - tig +) | 
c oan 3,4 


=5 3 
Ves 2 us 
2255: A Е ЕГ 
Їнп(14-345-.--428-1)) . n(n-l) 
e^ lim——— e 
ес“ w 
2 з-у? 2 3 
| (п – 0027 – 2007 -3).(07 -n) 02 22 
БУЛ ХЭЭ ЛЭ ЖЭ 
хэх ( 74117 +3)(л7 +5)..(т Оп +1)) 
Ga) Analizar la convergencia 6 div-rgencia de la sucesión (Р, Jan donde: 


PAX AN h п 
Р = п A 
44000000) 
Solución 
ISA gn n 
Sea 4 = lim P, = lim ЧООО- ) , tomando logaritmos en ambos lados 
nx. nx 2 п 


һ(?) + 19) + һ() Fint In(^) 
se tiene: In 4 = lim —— LP 


nr. n^ 


Por el criterio de STOLZ. 


| [C + mO) +...+ m()]-[m( " h 4 nC; S Teck 19 | )] 


nox т - (n -y 


In( — ) + In( = A Лас 
( 1 ) ( 2 ) Ж 


n7 3”-1 


(ke doy 241 
2 5 


п-п n— 
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24) 


In 4= lim ! : НЬ! = lim E ... (1) 
п—х 2п—1 п х 2n-1 
n 
Calculando el coeficiente se tiene: 
(7) 
k 
(^) n! 
k (n-k)! к)! (n-1-4)in" п 2) 
(0 ши ГЭ k)! CET n-k Е: 
к (атк) 
Ahora reemplazando (2) en (1) se tiene: 
п 
„ ©) 
ШЕ, ( -E 5 
"e In( z (--)) In( —) 
In 4 = іт = lim — =k = lim E 
п—х 2n =) nx 2n -1 n 2n-1 
n" е" 
In[(— ји(--== 1 
ИШ боо ri = lim (527 = lim ne маан 
n 2n-] nx  2n-] n-»x. 2n-1 
1 1 
п--іп2л--і | | | 1 
= Mie =--0=- >In4=-— ¡de donde: А=е' = е 
nx 2n—1 2 2 2 
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Аж lim qf JO) = ме 


65) Si bi =I, b, = Tah, +3) para n > 2, demostrar que la sucesión blur 


converge. 
Solución 


Probaremos que la sucesión es creciente y acotada superiormente: 
a) Demostraremos por inducción que b, < bpp V n. 


1 1 
і рата п=2 => b, =—(25 +3)=—(2+3)=— => <, 
) I 2 ae dur )=+ | 


ii) Supongamos que se cumple n `> (hipótesis inductiva) b, < bpa 


iii) Demostraremos que se cumple para n = h + 1, es decir, que se 


<b 


һ+2 + entonces: 


cumple: b 


1-1 
Бл оф 1 1 
Сото Op < Dha => 55. ыкы 


= lb, +: sik 42 
2 4 2 4 


1 21, 21 
=> q +3) “1096 +3) 
+2, cumple, por lo tanto : (b, Ls es creciente. 


entonces В, < b, 


Ч 


b) Demostraremos que ib, Ls es acotada superiormente ó sea b, « 2. 


Іі) Sin=2 > b, =(2+3)=7 <2, cumple. 
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ii) Supongamos que se cumple b, < 2 (hipótesis inductiva) 
Démostiáremus que: by, «2 es decir: 
b,«2 => 2b «4 => 2h,+3<7 


| 7 
=> ERE = by, <2 


(o, ИЖ es acotada. 


с) Calculando el limite se tiene: 


nx nx 


Sea b= lim b, => lim b, = lim 208, , +3) 


ко | а 


b 250 lim 5b, (43) > b -1(28-3) , de donde: b= 
4 n—x 4 
lim b, gt 
nx 2 


NOTA.- Si ILANG , es una sucesión convergente entonces: За, tal que: 


lim a, = lim a, = lim a, о = a 
n». nox n-»x Е 


69) Si 5-2, b, НЕ %3), analizar la sucesión UA y si converge 


calcular lim 7, 


п-эх 


Solución 


1 гу 
8-2, b, ea +3). Demostraremos que se trata de una sucesión de 


(CAUCHY). primeramente observamos que: 
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1 7 5 
icc aA эдш, entonces: |», si 
6 0 6 32 
[ba] -| О +3)-2 (20 +3) = Lb 6] > | ba e S 
шанг За 6 37% шанг. д 
E ІЙ -hal =й. + ha +3) 
6 6 7 
1 1 5 5 5 
(6,4 ба) == 223 ЖЕН TEE lb, b, 22 * 
3 3 gr! 2 3" 2 3" 2 
Ademas lo, -b | (Жы b, | y Vji>n+1 801) 
5 5 
Сото lim S^ = 0, entonces V £ > 0, 3 M> 0, tal que: 5-0 <£ ,V n> M. 
НЭР 5 | 
es decir — <£ => 3" > —- , entonces: 
32 26 
5 Де 
ти 3 > In(—) => n> —À£- = M, ... (2) 
le In 3 


entonces: V n, j > M, tenemos де (1) y (2) , 


js <e. 


Por lo tanto. la succsión ibas es una sucesión de Cauchy y por 


consiguiente es convergente. * 


También que 5,,, —5, <Ü ев decir, b, <b, entonces: blu es una 


sucesión decreciente. 
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Para calcular lim 5,, hacemos limb, -r, entonces: 


He» Y "n x 


Е 1 Ї 
r= lim Р = lim lon, es lim 5, 2 шығ sis lll 
n». п—> 6 nos 2 3 2 3 2 
3 : 
Entonces ғ-- lim b, == 
4 nx 


Determinar si la sucesión I. = si es creciente, decreciente o no monótona. 


n+l + : > 
Sea $, =— = S, =—=, V ne Z ,л>1, sumando п se tiene: 
ШЕРТ yt! 


nl 


ad 1 : п 
2n > п + 1 de donde al multiplicar por » se tiene: — > lo que es lo 


э" 2 


mismo escribir en la forma: 


n+] n T 
TITO <S, V n» l,por lo tanto la sucesión 
2" 


, de donde: se tiene $,,, < 5, 


n : 
һы , es decreciente. 
2" = 


Probar la sucesión NEA 4242, 424242 2. converge а 2. 


Solución 


A la sucesión dada expresaremos asi: 


a -42. а =J2a , аз = J2a, ,. . „а, = 428,4 , n» 1. 


Ahora demostraremos que la sucesión fa, NE es decreciente y acotada 


superiormente por 2. 


Sucesiones 
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La demostración lo haremos por inducción matemática. 
i) рагап-1, ty аге dad эф 
ii) Suponiendo que ратап=ћа < 2 y ay € ài. 

iii) Probaremos paran=h+ 1 


` . LA . Я . 
ард 742a, 5 44-2 .pues 2a, <4 (hipótesis inductiva) 


zo ? z INÓfes] 
> Ape 52 y a, = 42а, S J2a,. =a, pues 2a, < 2а, (hipótesis 


i iv . Р “ес10 Э 
inductiva), entonces: a,,, £4,,,. Luego la sucesión la, AR converge a 2. 


Estudiar la convergencia o divergencia de la sucesión definida por x, = У, 
| 
8 ‚ү? + 
Хам =(2+x,),ne Z 
Solución 


Sea x 242 
x, -42-42-4/-х, 
x,2424 242 =\/2+х» 


х, = 42 + ха .paran> 1. 


Ahora veremos si o ал es una sucesión no decreciente y acotada 


superiormente. 
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Se observa que: x= <2 


ху =N24N2 «2, donde: AN = /2 «42-42 = ху 


ху = J2+ x, < 2 donde: x, = 2+ /2 «ү2-42-47 = х; 


es decir, que: X, < xy < x, <... luego is, Бан es по decreciente, 


Ahora demostraremos que es acotada superiormente por 2, probaremos esto 


por inducción matemática. 


Sea n e Z` tal que: х 


i) 


ii) 


leZ* 


+ К 
Suponemos que ће 2 es decir: х„<2 y x, € х,у. entonces: 


= 
25 / at : EE POMMES , > Е КЕЕ 
хы = 24M EV 242 =2 у Xp уы -ү2%х, SVIH Xp Хүү 


Por hipótesis inductiva, es decir: he 27 => h*1 є 27 esto demuestra 


que: iba es no decreciente y acotada superiormente, entonces es 


ls, те , es convergente: 


Sea lim x, та y desde que х, = J2- x, 
nor 


h М 
lim x,,,2a => a-N2*a > и" -a-2=0 
not 


(a-2Xa+1)=0 > a=2 у а= -| 
Luego se toma а = 2 рог ser sucesión de términos positivos 


lim x, = 2 


Hn 
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f 1 дей Я би - - 
Sea qu,y, Una sucesión en R. definida por: au zl, 
(иду +01). para n > 2. Estudiar la convergencia ó 
divergencia de la sucesión y en caso de convergencia halle lim u, 
n». 


Solución 


Por definición de la sucesión ИЕ зе Пепе 


и, =2 además u, = m, иу 1) 
1 3 
иу = (иу + )=—(2+1)=— 
3 2 atun) 2 ) 5 
1/3 7 
и, => (иу +10) =+2)=>7 


1,7 3 
Us =(u, 5) 6+9=3 


23 
1 1,7 13, 27 
He i “ыу (+ шісі 
2 13, 53 
и =— (+) => 24 n E | 
1 1 1 
ю-чі-!. | 4] => = Ян e ш-н! =. lt, ~ us s 
E = | = е че 2 como lim € = 0, entonces, podemos 
ји uc ны 55 АНЫ; (Ж H, | = 2"! ес 2" nax э” р 


zi : 
encontrar n tal que: y < =, entonces Vn.j > M. 
2 
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1 : 
Tenemos |a, — aj <— < £. luego fu, Pepes una sucesión de cauchy, esto 


271 


esque Ve>0,3M>0/n,] > M. 


2 
| 2 In(—) 

> la, а <= E = 2" > donde: піћ2> = -эн» | 5 -М»0 
21-52 ё € n2 


ed 3 
por consiguiente и! es convergente 


TEOREMA.- Si {и} 


а јаз 68 una sucesión convergente, entonces cualquier 


subsucesión de la sucesión (и, JANG converge al mismo punto. 


Hallaremos una subsucesión de LN р. 


1 l 1 
u=l, u =1+7, ид -1%----, Urra E l+—+—+—+..+—— 
2 2 : 2027 


1 же, 


jun. spe d | a Жу ас 
aya 1 repre JR 0) ) 


2 22!-2 2 1: 1 
4 
2 1 2.29 
lim 15,,, = И (1+—(1–(—)"))=1+—=— 
Jim нууд = т (+0 C) =1+==5 
v: a : : 5 
Luego por la conservación anterior se tiene que: lim м, = 3 
Hn 
La sucesión ul ai está definida como sigue: — u-1, 


и) = SM 3... Uy, = /5и, , analizar si lu, ра es monótona y acotada, 


calcular el límite si existe. 
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@ 


Solución 


Primero veremos si fu, Шы es una sucesión monótona, como 


up =l, иу = уц, иу = из. и„ = J5u, | entonces: 
и, =l, иу = 5, и, = SIS, u4 = 5454/5... es decir: 11, < и, < uy < it, <... 


Luego la sucesión fu, Бэ es una sucesión monótona creciente. 


Ahora veremos si AN es una sucesión acotada, de la definición 


tenemos: и, 21, Упе 2” además como : 45 <5 => 5/5 «25 — 54/5 < 5 


ad 4545 «5... КЕНЕН 45 «5 


entonces: и, < 5. ев decir: I< u, «5, V n e Z^ 


Luego fu, 15165 una sucesión acotada, рог consiguiente la sucesión UM. fisi 
es convergente, entonces: lim и, = 5, pues la sucesión es creciente. 


nx 


También podemos calcular lim u,, haciendo r-limu,, y como 
nor "nx 


H . 2 
Su, , entonces lim u,,, = lim уи, => r = М5г => r^ = Sr, de donde: 
nox nx 


Шат 


r=0 v г= 5, entonces Пти, =5, по puede ser cero (707) pues la 
n>£ 


sucesión es creciente y И, 21, V n e 2" 


2 

; n= 

Calcular. lim == 
пэю ]*-2*43 ° +..+ n° 
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Solución 


Para calcular este limite aplicamos el eriterio de STOLZ. 


lim 2 = lim S — ect = р 
п-ж b, noz b, Б { 
а„=1%+3° +5? -.24(06-17 fa, 21 3 e 4...+(2n-3) 
=> 
b, = +22 +32 2 b, = 1° +22+3`+..+(n—1) 
а,-а,-(2п-1) ; b,-b,.| = n° 
2 2 2 2 2 
| . F +3 +57 +... +(2n—1)" . (2n-1Y 
jim s Jim Па E = din CEE а 
"b, пэл — +2 +3 +... +H" axo Ww 
LARES +... +(2n- 1) 
^ lim —— Ja = 4 
ax ]42 +3 +...+п7 
. 1+4+7+..+(3л—2 [sn 
(43) Calcular lim шээг 021 
nx п +7п +1 п 
Solución 
«rl M - Exp 
Г зва eren uc) 
ny п" +7п+1 
tn 2). AY 
= lim AAA lim (сов-) . (1) 
"nx n^ +7п+1 nx n 
-2 
Calculando lim aa EON (por el criterio de STOLZ) 


5 
nx n^ +7п +1 


bo = п? +5п-5 


n=l 


|: =14+44+7+..+(3n-—2) м =1+4+7+...+(3n-5) 
> 


5 
b. еп *n«l 
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. 144+7+..+(3n-2 . а а-а, . 340-2 3 

lim Љу Да = lim — = lim 24! = lim == ... (2) 
ux n^ +7п+1 n= b, Mor 5, = Вц пэт 2п+6 2 

. t t 
Sea 2=— => п=— ,cuando n — =<, z — 0 

n = 
pa =: zh 
lim (сов--)” E = tim (cosz): = lim + (cos z —1))00s= -11 
nx n $ 
Jim 1805221 0 
ше: E ze = | .. (3) 


Ahora reemplazamos (2) y (3) en (1) 


pgs емы гүйн, :у-6 NO) =5 


nh. n+7Tn+1 


Analizar la convergencia ó divergencia de la sucesión Іш, БД donde 
30" + 40" +...+600” 
и, = N — 
п 


VneZ'. 30"<40", 40" < 50"...., 590" < 600" 


Solución 


30" +40" +... ^ 
600" « бы баны зол ӨМ, € 58x600” , donde: 58 es el número de sumandos 


п 


| 
[з "440" +... ^ х 
= өю (AAA < 600,58“ 


n 


Luego según el teorema del encaje (1.8) se tiene : 


lim 600 = lim 600.58” =600 de donde: lim — = 600 


Н У. һ- 4. nor 


5 ү” +40" +... + 600" 


Ш 


por lo tanto la sucesión fu, } әзі es convergente. 
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М+1 2? +, + TW 


Calcular lim 


тэз Зи? +5n-2 
а, =P di? S. la, = 1+ +уї+2? + ај (л-1У 
b, = Зп? +5n-2 Бура = 342 -n-5 


Ahora aplicamos el criterio de STOLZ. 


= 

а . ,—d,. . vem l 
lim “2 = lim 2-21 = lim -— 
nox 5, nx b, - пәх би-2 6 


n-| 


de BEI SA € +V1+22 +.. CN lin" 41 


п-эх Зл? +5п—2 


Sel 


Calcular lim Em[G + cos) + Е + cos->)] 
nc n n n n 


Solución 


Aplicando Riemann se tiene: 


lim — аг + cos) * соз”). (i + cos==)]= 


nx n 


= lim alien pelin t + In(1 +cos=—)] 


n—Əx n 


= in ибн) Ї In(l + cos x)dx saa (1) 


n>x Hn 


Т 
Ahora calculamos la integral Ї In(1-- cos x)dx , mediante la introducción de 
) 


un parámetro. 
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Sea Ғ(а)- | In(1 + а cos x)dx , derivando con respecto а a. 
) 


18 

: cos x 

Еа) = | ommum ai (integración de función racional de seno y coseno) 
+ @ COS X 


4 сах : 2? 2dz 
Fw | cos xdx |+ I+ 23 


h |+ Q cos x 


-2| (1-22) 23 E (22 –ђа: 
б ) [1+22+01-22)]0 +2?) 1 [14a «0-232? ](1 22) 


2 [ -Dd Zee 
g s 3) ) CEE 773 = m DE +1) +1) ..» (1) 
l-a 
donde: a= HA 
l-a 


| (27 ~ а: 
calculando la integral |-----у-- 
(2 +а =" +1) 


222 ы `, 

=> ES e ... (2) 
22 +а?)(т* +1) Z+a 27+] 

z*-1 202 жо _ (Az + By +1)+ (Cz D2? жа?) 


(22 ads 25 жа? 241 (22 +a2z) +1) 
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z -i= Ac ez) Ci +а?т)+ Biz? +1)+ D(z? ға?) 


5 


=(A+ O «(Be D) +(4+a*C)2+ Boa? D 


4-0 
4-0-0 
a +] 
B+D=1 8-- 
5 -» а“ –1 (3) 
А+а'С=0 C=0 
B+arD=-1 D=- 2 
а“ ~ 


reemplazando (3) en (2) se tiene: 


| (:7-1)4: e dz 2 E 
1.33 25% 42 22 a 8 2 
(z +а 27 +] «a | Jz +a а7-14:7-1 


5 
a +1 1 2 
.—arctg — – — 
a -1 а а а-І 


arctg 2 -- (4) 


2 а+11 22 % 
Ғқо-----І .—arctg — ~ arctg z] / 
l-a a =) a a a -1 0 


_ 2 за РК 2 z 
l-a а:-1а 2 «(4-12 
___л aida, _ z (а-1) 
l-a (a? -l)a 1-а (a? -l)a 
Һа” 
-| x. 
РОР E = L On LIUM. 
l-a (а+1)а l-a 1+а 1-0: 


——+,‚[—— 


l-a l-a 
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(Vira ЕЗЕТ, 


= Ма -Al-a ) 
Ла Ла (Лаа) 


(Xx) vi-a 
Vita 


Er 2208 


2) 
id И ви ы 1-а? 


Шинээ 


Ahora integrado F(a)= fe- Ма +k =710a-nacsen a+ k, para 


1-а? 


calcular k hacemos a = 0. 


F(0) = л (0) - n (0) =k=0 => k=0, de donde: Но) = тс - т arc.sen a. 


К(а) = ШІ. 
) 


Ға)- | In(l + cos x)dx = л-л(5) = т-7— 
) = 


NE Uu c M ; 
(47) Calcular lim ——ə>—— R N ., sin usar Riemann. 


л—> п? 
Solución 
5 : 2 о A = а, : а 7 0, 4 
Aplicando el criterio de STOLZ, se tiene: іт — = lim ———= = L, donde: 


n>x 5, n» b, ani 


ја, = 19 4 20 + 36 +... + пе | 15 + 26 + 36 +...+(л—1)° 
= ° 


ba = (1-1) 
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Ж 6 
lim $t = lim AA ип". 
пећ, nəx Б, =Б р 12270 210 4350-3587 +21п* -Tn +1 
Т 1 1 | 
= im =  _ ————— = =з 
тэх 21,35 35,21 7,1 7-0+0-0+0-0+0 7 
п п? т nî n? nê 
PIERI ЭРЭЛ ИЕ О. 
Іт------------- 
no " 7 
o P4243 а 
Demostrar que: lim 12123208 ае я, 
nx nP”! P+1 


Solución 
Р, ОР АР Р 
е s A JE До 
пэх n n n n 


li 
n—= pan 


і r 1 р yn | 1 
= li тав = X lx = / ш-----()- 
mk) ЇЕ NIRO Pal P.I 


nox п п 


D > 
"PE GU а е" 1 
lia — ЕЛІ ak 
nx qe P+1 


. u,(a*l) 
° . Calcular lim mere 
пэх пи,(а) 


Sea a є R, arbitrario, u, (a) = 1“ +2%+...+n 
Solución 
al 


: | ! +l 
и,(а)-19 425 4.2405 , entonces: и,(441)-177 42% 43% oen 


y 
nu, (а) = п\“ + 2^ +. n? 


-4 
Цэ 


Sucesiones 
и (а +1) |n a 24! 4-3 y + Ul 
lim == = lim UT . para a=0 
пэх hu (a) тэх | те nd +. пе 
а а вел . n(n«l) 1 
= = у ==, 
пә» п+п+..+П пэх 207 2 


Ahora calculamos para a > 0 (aplicando el criterio de STOLZ) 


. u,(a*l) ,.  uta+l)-u, (al) 
lim — = lim 22 


тэ» nu (a) "-ети,(а)-(п-іш, (a) 


- lim (7! e 277 eoe rnm y qn! + 2971 ++ y) 
нэг (те + 12 iie naa) (п +(и—1)2“ +. (и т = NO) 


ан 
. п +. 7 
»ш10---:---П-ПЫ-П-П--"П-П- (nuevamente STOLZ) 
п-ээ |? + 2" «.24(п-1У + n.n“ 


arl 


| n -(n- 
= lim A 
n2* (+24 +. +(п— ђе e nai") - (7 2" + (2) 4(п-1їл-1)) 


тус"! 


1- 
LIÉ сай 
2 
TET acl +] 
Simplificando: ~. lim Gu D. aun >0 
n. nu, (a) 2 
1+ bcos Z | + bcos == 
(о) Calcular lim E[I(———2) +... + In(——— zl 
nx» 
l-acos — l+ acos 17 
n n 


Solución 
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л HA 
5 I+ hcos — I+ bcos — 
lim ЗӨ Ш-----4 Ч ze Fans ш(----2-)| 
пе» р пл 
[£ acos t - l-acos— 
n n 


= lim a [dnt роњ). ШЫРА (Intl acos t). dn (Le aeos Ty] 


n. п 


H Я п ^ 
= lim [У и +6002) У ml +а соз ==)] 
nx» = п = п 


HH 
| іл 
= lim 2 ШЫ T) = lim 2 м0 + acos =). 
nor M— х 
ігі 


= | ind «eos | In(1 + a cos x)dx 
) l 


ај Е ha (ја : da 


л 
I+ bcos— 1+Ьсов > m BZ 


lim Am) ++ In(——— ME літ 
"A |LacosZ l+ a cos == l+ Ма“ 
п 
[1.14.. EJERCICIOS PROPUESTOS.- 
І. Escribe los primeros cinco términos de la sucesión: 
* n+l n-l 
па CD у (Quy a 
(1) КО, Q) { ^ Їнэ G) ТЕТІ 


(-1/ xm p COS AN) "LES 
ТЕЧ ТЕТ (5) E mic бах (6) EU + 18 


"n 


Sucesiones 
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O [o e (8) [sen ELT (9) бен 


Escribir la expresión para el n-ésimo término de la sucesion. 


(1) 1.4.7.10... (2) 1271423. (9) 3, >. =. 


Usando la definición de límite (1.2) demostrar que: 


n | 
lim = — 
пэх2п+і 2 


. 4-2n 2 
lim =-~ 
nx 37-42 3 


1+2.10” Зи +1 
AER 24 


m 
пэт H+3 


© © 


4п+1 4 


J 
>> 
И 
> 
@ о о б 
zi 
se 
+ 
T 
27 
l! 
~ 


lim lim — = 
пэ<ӛ5ң-4 5 пэ. y" 
| 

"EE | 8n 

lim 3" =] (10) lim =4 
"-ж "эх2л--3 

2 
sen . ànm-n-l 

im - lim ————— = 3 
пә» n n n^ -n4l 


с ооо Оо 


3 
uA 
| 
= 
| 


noL 


nox 2 + Зп 3 


Їл 
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n nx 


E 2 
© lim 5п t8ntl 5 


2 
пэ» S+3n—- п” 


РЕК. › БЕ? м; 
(5) нет rr | lim Мл +1– Ји –1=0 


Calcular los siguientes límites. 


yan? 2522 | 43 


а ауте Rpta: 
O пэх 2p +n 2 
O sn mne ES 
по Bn ~ 4 2 
NG. 2 
Е | 
(5) Ша LE rox E кр 1 
: nox n 3 
2 2 2 
: | 
DO ма 207 E 
n>a _ (1+п 2 +пу 3 
6 lim (n +1-4/n+ 1% Ера: e? 
Hn». 
(9) lim (5) Rpta: e) 
n> n+l 
! 1 | 
п п 
O my Ён ab 
n—>2 2 
a T: 
Hnc 
КӨСЕ s 
O) lim (2 + 3n }3+2\и+1) Rpta: РЫ 


Гэ 


Sucesiones 


90000 60 


© © 


©©© © 


lim HE +an - Ai -an* 


"nx 


3 
Pron 
lim ——— 
nə 2n -n-] 


А 1+3+5+...+(20-1) 2н41 


п—> п+1 2 


ct 
пэх2 4 8 2" 


lim (n3 a -п) 


n9 


In(] ње") 


im a 


n»x п 


lim Пи ros -1) 
nx 


(Зл“ * e -cos-) 

lim ————————— 

es (n^ 2 а 1) 
n 


im infa) үнээ 
пә» mlah) 


lim Lié 18+30+...+6(2n—1)) 


nx. n^ 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


79 


ina) 


һә] — 


la] us 


м | 


© ӨС @ @ © GG © 


© © 
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lim 202 n Rpta: 


ARI 


lim Rpta: 3/2 

nox an 
(n +2) cos( ) 
4п +1 
пМп-1 Rpta: | 

nx |п(л) 

li Ti Rot ÈE 

im 2207 үнэн а: — jse 
п-эх `V 3n +4 j 3 


lim НІК = ) Rpta: 1 
nex 2n+1 


lim n(arctg Am) (1 +Ly -( +2):] Rpta: те 
пэ п п 8 
"ENT | 
нь) сай: 

чин 

lim YE = Rpta: 0 
n— ne 

пл 
: 2п-1 4 
limtg( = ) Кра: -— 
nx КЕТ л 

2 ү/л ln 2 ил 
a Rpta: ab 


Sucesiones 


81 


90600 © 


9 


o © өө 


lim [3 E +3 454. E (Qn-1y ЈЕ 


n n 


lim (n +1) In) +1n(1 +1) 


п-эх Іп(л) 


d л A л 
lim cos—.cos—...cos— 
4 8 


nf 2" 

1 1 
lim -22Ж 
(+ 3-1 20) 


Determinar el límite de la sucesión. 


Vlad la da dz, da 


Calcular el límite lim (Ë 
ax д? +41 


D A 
a" x b" +c" 
Calcular lim[ 221", a.b. c» 0 
А пЭ. 


2142 
: ) (din 
Calcular lim a, .si а, = 


пази I > n бөл «17 +3)?” 
. | 1 | 
Calcular lim (— +— +...+ ) 
">= 12 23 п.(п+1) 
1 
Calcular lim — | e и 


97123 234 345 щл+1(л+2) 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta. 


Rpta. 


82 


у. 
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-n -2n 4 ы 
. sente )sen(e “пи 37 -2n-4 
Calcular lim Senle Jsen(e Элгэн sop 5), 
no 
sen( 


г – 473) 


|+ 2e" 


іп 


Calcular lim [Vn 4 1— n +1] (43) Calcular ntes he (140) 


Hx Ht 
еу 


bs 1 


Calcular ІЛЕ T 1, ae>0 (5) lim Vi? -1-4 41 


n 2 nox 


24 4 2 
lim 4207 + 5ле «1 - У 2л“ – 355 + 5n 


- 


. 2 2 
lim ya? + pn+q -yn +rn+s 
n— 


Calcular los siguientes límites aplicando los criterios que les corresponde. 


O 


© 
© 
© 
© 


3 4 
im (= +—+...+ ki Rpta: 1 
n— п 4 5 n+2 
10307 НЫ 
1 2 
lim — (22 423 +28 +. +2 7” ) Rpta: — 
n— x 5” 5 
3007 P 
T " 35 
lim ———— t ШО) Fes -55-251) Rpta: --- 


a Уу _ 2702 төл) Ó 3 


limsen( 2 cos 2 (125 + ШЕ, — +...+ 20) Rpta: 0 
п-эх №3 104 In(z + 1) 

lim #— 211 Rpta: к 
пэ» \ Зп? +2п +1 бл 3 


Sucesiones 


VI. 


© © © 


Оа 


lim uH in 6 Nu 
пх. In? 114 In 71 


lim (VI «X... Nf) 


nx Эл 


1+2 +93 +... Y/n 


lim 
is Y , 
nx 3 


2 5 10 DESI 


lim (зз 4374312443093) 
пэ. Tn 


2 5 п? +1 


lim mj—.— 
пэх 8 23 57-17 


Calcular los límites siguientes: 


0 


(9 
©, 
@ 


. 1242 +343 +.. ANNA 
lim --------------- 
n. n 2 n 


Jim ( п п п 


— + +... t 
пх (n +1)? (л + 2)° (п+ л)? 


: п п 
lim ( +... + 
2,32 2,2712 
пэх пе +] nm +2 пе +n 
2 n 


tim ( ODO EPA EA ОЕТ 
нэх +] on +2 n+n 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


tA [to 


1 


о | 


40 


~ | мө 


83 


84 


© © © © 


@ © 


© © 


e 


lim 


L 
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l l l 
(а а d eue 
n (n+1) (2n) 


Rpta: 0 


Мп+\і+уп+2 goa 
32 


Р 2 
lim Rpta: Lo 1) 
nx п 3 
lim ( Е + Е. +. 8522-11-23 Rpta: 15(1 4/2) 
nx 2 42 ae 2 2 
п“ +] п +2 Уп +n 
i n n n arctg х 
lim (=== +——.+— x= 0 Rpta: TX 
nar +] x n +2 x° n +n x X 
: л 2л пл 1 
lim “|зеп--.веп--..веп-- Rpta: -- 
тэ, 2n 2n 2n 2 
1 п У 
lim — > Ре?" Rpta: | 
Hn 3. n. 
Pal 
Li = PE, 
lim — (e "oque t one) Rpta: -(1--) 
n. n” 2 e 
. 1 л әл Эл 227 п-1 „п—1 
lim —[sen —.соз” — + sen Z—cos = +... + sen —— л.с05' —— л 
пә n п п п п п n 
R 2 
pta: --- 
3x 


"nx 


lim lors e уп (ап) Rpta: 2 
е 


” 


Sucesiones 


85 


(D 
© 


© © 


2 019427 + 3* e. e n? 1 
lim — Rpta: —— 
nom par! а +1 
Z Kd 
limsen(^ Tate ntet. +e") Rpta: z(l-e) 


nr n+l 


Si f(x) es continua en [a.b]. Demostrar que: 


n Д 
о лауы је [лов 


nx т п 
k=l 
NE: f t п-1 | - cost 
Demostrar gue; lim — (sen — + sen — +... + sen 1) = 
noz y H n n 1 
52 
їл tL a` L +2 d x 
uH Ж 
b ah | 
Rpta. –1 +— агсзеп — 
За 2 а 
, т ” 
Calcular lim[— o diio Чиче 
nə дА +} п+2 H +n 
42 E 
Rpta. ng 2,/2)- 
16 


Calcular el limite siguiente: 


lim el sente sen — = ха 21) +(1 y +...+ (1 +13) 


п». 5m – 2 п 


Calcular lim 242% Ya +. КЕРЕ 


nx Sn 


86 
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А | | 
Calcular іт” +2" +. + n" [tg —]^*' 
nm. 
п 
л л 2л 2л пл пл 
2 — зеп(—) ( —)sen — (==) sen( —) 
Calcular lim =| £ Дыш N n AMAN 
nl 27 | 2 2 2 пл 
Ізсов — 168608 — 1-с08 72 
n 
: Vi 23/2 +... nifn 3 
lim —ə,—— Rpta. — 
23 
"nx пін 7 
о. БА» 25 
lim —4(3n +1) Bn +2)...4n Rpta. —— 
nx p “e 
21 1 2 n За 
(27) lim —[(a +>)? (cm) ог (a +—)%] Rpta. ARE 
n—x п n n n 2 
Calcular el límite de la sucesión (a, ! „|, definida como: 
n+1 n+2 2n Rpta 3 
a, = шоог 
"ome om 42 п? +n 4 


Determinar si las sucesiones dadas son convergentes ó divergentes. 


| 
0 t a 


n 


п 


Rpta: Converge. 


Rpta: Diverge. 


Rpta: 


Converge. 


Rpta: Diverge. 


Sucesiones 


28-35 35. 


Ч 


DE 
(D 


ME 219 


п+і 


[nion -ina +1) 


рузеки), 


n+1 


{ [ "dls, 
г 
ЈЕ: = EX 


INIT, 34)- nh: 


nzi 


n dx 
(13) Ч КІН тегі јаз 


09) | 


a+ nes. 


ate 


3 —Ü,> 
п +3 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


Diverge. 


Converge. 


Diverge. 


Converge. 


Converge. 


Converge. 


Converge. 


Converge. 


Converge. 


Сопуегве. 


Сопуегве. 


87 


88 


ҮНІ. 


В. 


@ о 00 0 


¡Un + Un 
ran ria 

1 2 
танан 
алады ГМ 


т 


Demostrar que: 


a" 
lim — = 0 
n0 n! 


lim (2n)! 


” 


-0,а»| 


nx a 


lina" 0 ві0<а<1 


nx. 


Hn. 

. a(ta-MXa-2).(a- ny" 
lim —— = 
п—>х п! 
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n 
(D In te i 
1 7 $ nzi 
sl. 3.5. 28D, 
ON Ux a ӛпзі 


(2n) 


lim Ул =1 


NY 


lim (10,000) 


ЭЛЭЭЖ 


-0 
nox n! 
: i" 
lim -= 
n». (my 


5 
== 
| 
=> 


lim Va" +b" +c" =c. si a b,c > 0, с>а, с> 


si хе<-1.|> 


Hallar el límite de las sucesiones siguientes cuyo n-ésimo término es: 


(1) 4, = b? e? Xn n 


Rpta: b 


Sucesiones 


© © © coco © 


© ® © 


l f n2l 
n+l 
| 2 a, +1 
C. Si а, >0 y lim ———, entonces: 
n. а, 


а 


1.0.1,0.01,0.001, ... 


l l | | 
LI 1.01 1.001" 1.00017 
42, 425542 194312 J2- 


0.2, 0.23, 0.233, 0.2333, ... 


842 72122; 22) 
Маа), 


3" +(—2)" 
ay PET 


2⁄3 ! 
(17 senah 


límites. 


| 2 sf 

+ + -4 наг +1 

PTUS A 
и тера ncn +1 


2 31,3 2 
a, = Мп «n«l-Am «4m +1 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


Rpta: 


lim t/a, = L. Calcule 


nL 


89 


- 
л 


o 
Di 


los siguientes 


90 


IX. 


(л) lim Yn 


nor 
(2) lim Vi?) л" 
А nx 
. n! 
(5) lim —— 
n-x h n 


n 
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Rpta: | 


Rpta: | 


Rpta: 0 


Determinar si cada sucesión dada es creciente, decreciente ó no monótona. 


{Мл} 


5 
UH 1 

{ ET 
n+! 


(Co^ al 


(Qu р> 
t 2 bs 
п 


© © © @ ® © © © 


ma 

5 

| 

мий 
М 


Rpta: Creciente 


Rpta: Creciente 


Rpta: no Monótona 


Rpta: Decreciente 


Rpta: Creciente 


Rpta: Creciente 


Rpta: Decreciente 


Rpta: Creciente 


Rpta: Creciente 


Sucesiones 


91 


© © © © @ @@ 


С 49 ОЖСЭС 


{ созлп } „и Rpta: No Monótona 
(sen лп} > Rpta: No monótona 
2" 
1-4 Rpta: Decreciente 
n! 
4" 
1—1} Rpta: Creciente 
2" +100 
1,3.5..(2н-1 : 
[um to y Rpta: Decreciente 
2 п! 
n! ; 
{сызыл} Rpta: Decreciente 


1.3.5..Оп- pnl 


Пи( =] зі | Rpta: Decreciente 


| 542 "ГТ 
Calcular lim P,, siendo P, = — а? Ма“ Ма". Ха" Rpta: а 
nx a 
| 
Calcular lim cosh — cosh — > cosh —.. „cosh — Rpta: E 
nx 2 2 25 2" 
P 3P3P Р 
m 1 
Calcular lim um zt Зай ын Крїа: — 
n»n. п н 2 


Calcular lim (1+ Ји + Pata 


n 


) si Ix] «1 Rpta: — 


5 š : У ! 
Hallar lim т /а,а»..а, siendo lim n'a, =a Rpta: a.e 
nu. 


n9 


92 


0 
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pel 


Hallar lim да 


5 Rpta: e 
пэ» nin -1n —2)..(п—р-+1)(л— p)" 


Sea m є R .arbitrario, si la sucesión (5,099) esta definido por 


т 


. Calcular lim Dum 


S, (n) = 1" - 2" ап 
a nS Qn) 


Ера: Si т= 0, Sl meg qe a DU det 
2 2-т 2-т 


Determinar el parámetro A para que el limite cuando n — œ de la 


П 


(п—К+-1ХК +2) 
1 


expresión. 4-145------1" sea finito y determina el valor 
An (n+l) 
e 1221 
de u para que valga е, se supone . finito. Rpta: 1- ni и- 8 


Hallar lima, siendo a, =l, а--2, a,=3, a, = 4. Sabiendo que 


п-эх 


nx 
4a, = d, ta, +а, ұза, 4. n> 4 Rpta: 3 
Determinar el nümero ас de manera que: 
" ? Mis %, Ж, 
lim Yan” «n^ +1 + (а — 2)" +п+1. sea finito (m impar m > 1) y 


calcular dicho límite para los distintos valores de m. 
1. Е 
Кра: а = l. 2 sim=3ysim = 5, 7 


2 а 2 (z 2 а 

sena + 2" sen — + 3" sen— +... + 17 sen — 

: 2 3 n a 

Calcular lim i Rpta: — 
5 


n». H" 


Sucesiones 


O © © 


© 0.00 


& @ 


93 


Probar que la sucesión A3. J333, 333... converge a 43 


Hallar el límite de la sucesión. а), а,, а,,...,а ., en la que cada 


no” 


КЕНЕ "NT a, + За 
término es media aritmética de las dos que preceden. Ера: 222 


2 y 
Hallar lnc {ж a +. +“ у 
пэз у 2% 


) Rpta: — 5 (Sug. Stolz-Cesaro) 


i 


1o 
кр 


n? 
Hallar lim (n +1) ge Pour arn ) Rpta: 2 
nx 3 ша n+l 
СО 2 a +.. +n" 
Hallar lim ———— Rpta: 1 
nx n" 
| а 
Calcular lim ,|—==== . siendo positivo todos los términos de la 
npa Шарах, 
© : . а, +1 
sucesión а, y sabiendo que lim =} 


nx 
a, 


Rpta: МЕ (Sug. Stolz-Cesaro) 


22 та!) 
Hallar lim —— 
nx q 


Rpta: | (Sug. Stolz-Cesaro) 


Calcular Шашы. Rpta: | (Sug. STIRLING) 


тәэ». }п(л!) 


пу? 
Calcular lim ——— 28), Rpta: Ул (Sug. STIRLING) 


n-x МЕНІН y 
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Hallar lim 7 


n-«. 


Кунео јаје 
п п " п 


ds 
Rpta: (=) (Sug. Fórmula de STIRLING) 
е 


227: 
Demostrar gue: lim 2.2.4.4..Ол)Ол) 


E SAN Ja ЗВЕР (llamado la fórmula 
22:].3.3.5.5..(2n-1(2n-1) 2 


de WALLIS) 
Aplicando la fórmula de Wallis, calcular 


КЕГЕН 
пэз n.1.3.5..(2n - 1) 


5 2 
b) lim HC) E 
тээ g.]..3.5..(2n^ —1) 


А 2-а 6 
Calcular іт ——— tau —— siendo la, lar una 
пэ In(14 tg (а, )) 2-а,-а; 


дет ба ас. ыр 1 

sucesión infinitésima y, tal que: а, #0, Уп Rpta: 5 

2n „үү? 
Саісшаг іт 20 уп Rpta: 3 (Sug. Stolz-Cesaro) 

пә» (20-41)! 2/т : 
| bo +10 b? +10 

Defínase una sucesión b, , tal que? b =1, b = 2 by => 

, 225 2b, 


estudiar la sucesión, en caso de convergencia calcular lim 5, 
no». 


Demostrar la convergencia de la sucesión ta, bam dado por 


a EUM Тө PENES | „ne zZ’ 


" n+l n+2 n+n 


A 


Sucesiones 9 


Sea Iuba una sucesión de números reales definida por 


ао t 

= 2? — n-2 n-i A he d ( ) eg 

a =], a, =>... d, =— parane 3 probar que qa, „у es 
' 5 
convergente y que lima, => 
n» 3 


2 2 
xi tab” 


а-! 


que: хү, a, b son reales fijos, a > 0 y 0 < xo < b. 


Sia,>0,b,>0, уа * , definimos а, = Jay bj , b, = (а +b), 


ab b 


n+l utu c Une T 


1 
а 5, *b,). Probar que: 


a) а, <, b) а, <b, c) lima, = limb, 


nx. пэт 


GD Si la sucesión lu, сЫ esta definido por: i4 = иу =x/1+u, 


4и, es monótona y acotada? si lo es, calcular lim u,. 
~ по“ ` 


D Dada la sucesión fb, Eu definida por: bj» 1 y 5,4 =2-— para 
п 


n > 1, demostrar que 15, Ба» converge y luego calcular sus puntos de 


convergencia. 


à E - x 
63) Ѕеа ааа , tal que: а = 2, a, = 8, азы = (4, + у) 


n а, .05,.— 
day) = —2—"-.. demostrar que ја) | converge a 4. 


441 


96 


E) 
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Estudiar la convergencia de las sucesiones 


1 ES 
a) la, Тыл » 4, кше trete 


l 
b) fb, ) nzi’ b =l, b. =5 


Calcular lim ШЕГІ +1) y diga si es convergente 6 divergente. 
n п 


n->1 


Demostrar que la sucgsión КЕЙ 1303 : 134373 .... converge 45. 


Estudiar la convergencia de la sucesión 


3 3 


(ауы (фен O 


маллаад "n 
|| 2 п 
3(1-1, 
Sea (7, ),,, una sucesión tal que 71-3, T, ac ¿ Т, es 
3-7, 
Monótona y acotada?, verifique que lim 7, = 43: 
Я n 
Dada la sucesión lu, Бух está definida рог u =1....,и, = 4/5 + 4и, 


рага п> 2. Analizar si la sucesión es monótona y acotada, de ser 


afirmativo, calcular lim +, . 
"->< 


Analizar si las siguientes sucesiones son monótonas y acotadas, si lo son, 


calcular el límite de cada una. 


7 
-HX 
a) IE dé: 
1 


Sucesiones 


1 
п и a + 
b 5, =1, 5,5 2 , nestáen Z,'. 

п 

2 1 2 | 2 | 

му +ab? 5 u? + ab? 5 и, + ab? 5 

c) u =(—— у (Е) ан = (——— 

l 2 п+1 
а+1 а+1 ағ! 


donde и0,4,5 son reales fijos, tal que 0 <и, <b, a>0. 


! | 
d) up = l, и) =2,..., Uy, = 5003-2 tuyt) n23. 


e) TA ger "e sn Y > жч р»! 
3 „За 
Si Tg =1, Гај = 5 — donde: а > 0 probar que: 
31, 
a T,>0,n «27 b 72727,.27,»0. 
с) T3 >а, n EZ” d) Ta >P converge. 
e)  (lim7,) =a f  limT,»0. 


nox n 
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CAPÍTULO II 


2.5. SERIES INFINITAS.- 


21. "DEFINICIÓN.- 


Sea (4,|,| una sucesión de números reales, entonces а la expresión: 


a; +a, +...+ a, +... se denomina serie infinita de números reales. 


x 


А una serie infinita: a, +a, +...+а, +... representaremos por 2 а, , es decir: 


5.0 PT RE 
> а, =a +a; +. +a, + 
à zm 28 2 d 


n=l 


Мәні os, DERE: 


Donde a,,4»,...,4,,..., se denomina (o llaman) términos de la serie y a, es 


llamado el n-ésimo término de la serie. 


Ejemplos.- 
а 1 2 3 n 
(D La serie infinita: —+—+—+..+——>+..., es representada por: 
2 3 4 n+! 
n l. 2 3 
—=—+—+=+..+ +... 
n+1 2 3 4 nl 


T l 1 1 
@ La serie infinita: ЫН + + +... , es representada por: 


Series Infinitas © | 99 


И 13 1.3.5 1.3.5.7 n E 
(3) La serie infinita: 1+——+———+ +... Cuyo. n-ésimo términos “es”; 


~, 
> 
~, 
с 


ж. 


ев representado рог: > 


¿nal 


_1.3.5,7..(2л-1) 


1.3.5.7..(2n—1) 
"147.0.4(3н-2) 


1.4.7.10...(3n- 2) 


eh А l 1 | 1 1 m ga taa 
б La serie infinita: UA cuyo n-ésimo, término es: 
2.6 12 30 42 


1 Y l 
а, = ———- , зе representa por:., 
т(п+1) жө 


n=] 


OBSERVACIÓN.- De la serie infiniti "de numeros reales 


ос 


2 d, E 4,145 4... Фа, +... formaremos una sucesión 
„пе 
KANG definida de la siguiente forma: 
S =a, 


5 = а +4) 


бұла, +a, жа; 


1 
5, = а жаз +.. +a, = а, 


izl 
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A la sucesión {5}. se denomina sucesión de sumas parciales de la serie 
о 


infinita у а, | Siendo S, la n-ésima suma parcial de la serie. 


n=] 


Y 


Consideremos una serie infinita ; а, y una sucesión de sumas parciales 


as 


nzl 


Si el lim 5, =Š existe, entonces diremos que la serie infinita ; a, es 


n» 
convergente y converge a S. 


ж 
Si la serie infinita 2 a, , es convergente, se puede escribir así; 


n=1 


жо 
) a, = lim S, = S al cual llamaremos suma de la seric infinita. 
nox 


n=] 


ж 
Si la serie infinita } a, es divergente, сагесе de suma. 


n=l 


OBSERVACIÓN.- Si lim 5, = s existe, entonces la sucesión de las suma 


nx 


parciales 15, Мы» es convergente, esto es: 


0 
Una serie infinita 2 а, ев convergente <> (s.a es convergente. 


n=] 


Series Infinitas 101 


Ejemplo.- Hallar la suma de la serie infinita ------, en caso de ser 
n(n +1) 
nzl 
convergente. 
Solución 
ХЭ: T" НЭЭ Ї 1 

El términos n-ésimo de la serie infinita | е а, = 

n(n+1) n(n+1) 


n=l 


(descomponiendo a a, en fracciones parciales), es decir: 


a, = l = d men , efectuando operaciones se tiene: A = 1, В=-1 
n(n-l) n n+l 


|| 1 1 


Luego: a, = ш------- 
n(n-l) n n+l 
4-1-2 
jatt 
` 2 3 
PN 
373 4 
зоог. 
"е 442 n-1 
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ж 


1 
5,ша Жа; %...“а,-1----- 
n+1 


1 
Por lo tanto: s, =l-—— y lims, = ima -—) =1 existe, entonces: la 
n+1 nor nor п +1 


o 


: y 1 : : 
serie ( Т es convergente y su suma es igual a |, es decir: 
4 nin+ 5 


n= 


X 


> — » 


n= 


OBSERVACIÓN.- Otra manera de hallar la n-ésima suma parcial de una 
serie infinita, es usando la regla telescópica, es decir: 


1 1 


Como а, =-—: = а,=— 
п(п+1) n n+l 


КУ за, +a, tas +..+0, = У а 


b. «d о NK 
= У 2? --(/(т)- /(0)), donde 


iz іш 


1 1 | 
fü)5— => s, EUM -])21- —— , es decir: 
(41 n+l n+1 


|| ; | 
5, =l-—— = lim s, =] existe, entonces: 
n+1 nx 
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1 : 
\ ------ ев convergente y su suma es igual a 1. 
п(п +1) 


n=] 


OBSERVACIÓN.- 


1° А veces necesitamos que la serie infinita comience en el término a, o en 


el a, 6 en algún otro término, si k > 0 es entero, escribiremos: 


En caso de que carezca de importancia, al índice que se le asigne al 


primer término, se acostumbra con frecuencia escribir у а, para 


designar una serie infinita. 


2° Puesto que lim(s, -с), c constante existe <> lim s, existe, se deduce 
п-эх no: 


que podemos omitir un número finito de términos tentre los primero) de 
una serie infinita, sin que se afecta la convergencia o divergencia de la 


serie, por supuesto el valor de la suma si existe, quedara afectado. 


13. PROPIEDADES.” 


ос 


(i ) Si 2 а, es convergente, entonces: lim а, = 0 


n7. 


n=l 


Demostración 
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e 
азы .. . 1 
Como la serie } a, converge, la sucesión de sumas parciales iS bd 


nzl 


converge, esto es: 3 lim s, =s. (lim s, = 5) pero 
, nx n» 


4,75,—5,4 => lima, = lim(s, –5,.)=5—5=0; luego: lim a, =0 
MAX nx n 
* 
Si lim a, #0, entonces la serie infinita } а, es divergente. 


лс 
n=l 


Demostración 


Suponiendo que 2 а, es convergente > lim a, =0 (por la propiedad 1), 
5 nx 
n=l 


ж 


pero esto contradice а la hipótesis. Luego 2 a, diverge. 


n=) 


NOTA.- Esta propiedad es muy importante, pues permite, en algunos casos. 


determinar en forma inmediata la divergencia de una serie. 


ж, 
: ЕЕ n +] : 
Ejemplo.- Га serie infinita 2 1 es divergente puesto que: 
n +2 
n=1 ; 
3 
: яа 
lim a, = lim =1x0 
no* nx 13 + 2 
„п tl 


x ES 
Si > а, y у Б, son series convergentes con sumas 5 y 54 


nal n=l 


respectivamente y c € R. Entonces: 


Series Infinitas 


ж. >. ж 
i) 2 са, converge ас s, es decir: } ca, = с 2 a 


ПЕЧ) па! 


o 


n=l 


ii) У (а, + b, ) converge a s, + s» es decir: Yes у= Ya, M 


па 


© v 
iii) У «а, —b,) converge as, - s; es decir: 2,0 


"= n=} 


Demostración 


Demostraremos ii. puesto que і., Hi, serán similares. 


У a, +5.) = (а) +6) + (a, +b,)+...+(a, +b, 


нь! 


La n-ésima suma parcial de esta serie es: 


Уча +b,) = (а +6) (а +b,)+...+(a, +b,) 


k=l 
= (a td, *...*a, ) * (bj +b,+..+b, ) 


= 5, + f, ы п 


x. x 
> a, y у b, respectivamente, luego 


n=l n=l 


x 
lim 2 (а, +b, ) = lim(s, +1,)=5,+5,, es decir: 
H— H— ХА 

k=l 


n=l пе! 


DIN 


СЕЈ n=} 


)+... 


donde: s, y 1, зоп las n-ésima sumas parciales de: 
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x. 
lim (a, +b )=s +s, existe, entonces: } (а, +b,) converge у 
k=l | n=l 


У 14) *b)sss. 
n=1 
x > 
(4) Si 24 es divergente y c е R, entonces: У ca, es divergente . 


n-l n=) 


Demostración 


Ejercicio para el lector. 


x 


x ES 
(5) Si 2 a, es convergente y 2 b, es divergente, entonces: у (a, +b,) es 


n=] n=! n=l 
divergente. 
Demostración 


x 
Suponiendo que >a, +b,) es convergente. 


n=1 


Luego >>, = У Цеа, +b,)-a, ] seria convergente рог 3iii., pero es und 


n=1 n=1 


ж. 
contradicción con la hipótesis por tanto: > (a, *b,) es divergente. 


n=] 
24: ТЕОКЕМА.- 


Sea {5} > la sucesión de sumas parciales para una serie сопуегре 
ж . 
a, , entonces: para cualquier £>0,3N>0/|sp-s/|<eé siem 
п R 7 


n=l 


que R > N, T >N. 
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. Demostración 


ЕА 


Сото 2 a, Converge,sea s su suma. esto es: 


il 


lim 5, =s < Ve» 03 N »0/n2 М |5, =s|[<eé. 


NYI 


En particular podemos considerar: |s, — s| < 2 „рог tanto, si R>N у T>N. 
[sr А із -%%5-5) | < [sr -5|+]у -51| 
[se —sr] 58-38 - s| < | - 


Ve>0, IN >0/R,T > N => [sg -sr|< € 


[2.5 _ SERIES ESPECIALES.- | 


a) SERIE ARMÓNICA.- La serie armónica es де la forma: 


Е 133 | | 1 1 
La serie armónica es divergente: En efecto 5, =1+ Б cu Em 
2 n 


I 1 1 1 | 
55, =. + +...+— , entonces: 
ü 2 3 n n+l 2n - 


| 1 | 
E... + 


n+} n+2 2n 
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b) 
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1 1 1 1 1 1 n | 
Рагап> | => —— + %.%-->--4---..4------- 
n+l n+2 2n Оп 2n 2n 2n 2 


(pues hay n-términos en cada lado de la desigualdad) 


Luego 5, — $, >> ... (a) siempre que n > |, pero por el teorema 2.4., 


establece que si la serie es convergente 5,,-5, 56 puede hacer tan 


pequeño tomando n suficientemente grande, esto es: 
: 1 bo, 
Si e => > 0/в., -54| <> siempre que 2n > N, n > N, pero esto 


2 
: 1 ) 
contradice a (а), por lo tanto: 2 — es divergente. 
n : 


n=) 


SERIE GEOMÉTRICA.- Опа serie geométrica es de la forma: 


ж 
» ar"! =a+ar+ar? tar” +... . 


n=l 


La serie geométrica es convergente cuando г <: 1 у es divergentq 


cuando г> 1. 
En efecto: La n-ésima suma parcial de ésta serie, està dado por: 


2 -l : ) 
s, =a(l+r+r tki) además se tiene: 


1-7" (неи ar) 


п 
2 = a(l -r 
Luego s, =a(l+r +r? +... +r" sect rx |. Entonces: 


1-7 
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„п „п 


: . l-+* . a . od . G А 
lim s, = lim al )- lim —— - lim —, donde: lim —, existe 
nx nx 1-р nəz l-r nəz |р noz | —к 


; m a | 
y es cero si|r| « 1, рог Јо tantó lim s, =—, si lr|<1, entonces: La 
кэл” l-r 


т. ! 


2 "n = а 
serie geométrica > ar"! , converge cuando || < |, y su suma es т, 
-r 


n=l 
| acd 
es decir: ; ar^! ===, || <1 
= 


п 
E ar | ied 
Si || 2 1 = lim — no existe, por tanto la serie geométrica у ar" es 


пэх ] — r 


divergente, cuando | | > 1. 


Ejemplos: 
: 4 4 4 4 . m. 1 
(D La serie —=—+—+— +... es una serie geométrica con r=- < 1 > 
3* 3 9 27 3 
n=] 
4 
la serie converge y su suma es: $ = A =>. 
lec 
3 
с E э" +3" T rs d 
[0 La зепе Y ==. se puede escribir 7 - Ye 2)" + eX js 
n=0 5 п-0 5” n=0 n=0 


х 
2 2 4 : A 
de donde: } (2) ari es una seric geométrica convergente, 


n=0 


l 


2 5 i 5 
pues r-—«lysu ѕита еѕ: 5------ -—'s-— 
5 3 3 
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3%, 3 9 А м 
(-) =1+24+—+..., es una serie geométrica convergente, pues 


5 5 
== => s=, por tanto: 
2 2 


п 
2s +3" -ÈG y + Уб = =2+2=2, es decir que la serie 


Y 2" +3" 25 
5" , converge a 6 > 
п=0 


ac x ж 
п 4" 4 
La serie 2 22 diverge. En efecto: у — = 2 Ey ай бы, es 
3 7 37 3 3 9 


n=0 n= n=0 


у 4 п 
una serie geométrica donde: r = 3 >l, luego 2 37 , es divergente. 
n=0 


La serie 0.3 + 0.03 + 0.003 + ... + = +... es una serie convergente. 
] ” 


En efecto: La serie 0.3 + 0.03 + 0.003 +... + - + ..., se puede escribir coma] 


3 3 3 3 


— +— + ek 
10 10? 10 10" 


3 "E 
+..., donde: da TE por lo tanto la serie es 


convergente y su suma 65: s= 3 
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с) LA SERIE – P.- 


Cuando p > |, la serie-p, > 


nal 


Cuando p < 1, la serie-p, 


n 
n=l 


Para el caso cuando p = 


divergente. 


Ejemplos.- 


Y (n -1)! 
n.n! 


п=1 


Solución 


(n-1)! (n -1)! 


L 
nn! 2 a(n-D'in 


n=l n= n=l 


es convergente. 


урын CIO 
n=l 
Solución 


SEDE СЭ /n(n-—1])! : 


n(n -1)! E 


n=l n=l n=] п? 


que es divergente. 


l, se tiene la serie armónica 
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La serie - p, tiene la forma: 


siendo p una constante. 
. es convergente. 


1 . 
— 68 divergente. 


Determinar la convergencia 6 divergencia de las series. 


1 : | 
° — , es una serie-p, donde: p= 2 > 1, que 
Ши 


---, es una serie-p, donde: p = 2 «1, 
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ж 


La serie infinita ; a, , donde: а, > 0, рага todo п = 1,2,..., se Пата 


n=] 


serie infinita de términos positivos. 


En este caso, la sucesión de la sumas parciales 15, К . donde: 


S, =4,+4,+43+..+4 


es creciente, ósea: 5, < S3 <5; <...< $, <<... 


n? 


2.71. TEOREMA (CRITERIO DE COMPARACIÓN DIRECTA ).- 


ж 


Consideremos la serie infinita у а, de términos positivos, entonces: 


i) 


ii) 


n=] 


ж 
Si la serie infinita у b, , es una serie de términos positivos y es 


n=] Й 


% 
convergente y además a, <5,, Уп>М => у а, , es convergente. 


n=l 


Si la serie infinita 2 b, , es una serie de términos positivos y es 


n=l 


© 
divergente y además a, 2b, , Vn» N > > а, , es divergente. 
n=} 


Demostración 


Se tiene que a, 25, , V n > N. Sea >», =b, pues la serie У» es) 


n=] n=l 


convergente, entonces: V n > N; tenemos: 
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n N n М 


ын 
5, = a, = ај + у а, < a, + › b, . entonces: 
kal kzl k=N+l ке Кама 
N n N N 
5,5 ар: } 25,5 2 d, +b, entonces: s, x ° а, +b. es decir 
ГЕ k=N+1 k=l ren 


4 x 
la sucesión de sumas parciales ер де Іа ѕегіе у а, es acotada 
n=1 


superiormente y como es una sucesión creciente, concluimos que la serie 
ж 


У «, es convergente. 
n=l 
х 
ii) Suponiendo que У а, converge, entonces рог i., tendremos que: 
n=) 
ж 
2.5 converge, la cual contradice a la hipótesis. por lo tanto: 2k 
п=1 n=] 


es divergente. 


Ejemplos.- 


: PT : / la 
Determinar la convergencia ó divergencia de la serie 2 


nzl 


Solución 


у 2 2 2 1 
п> і. ѕепепе: 14л Sn+n", 1+0 Sn(lon), — < — 


Ї-н _1 1 : j s 
;2—,Vn2l y como — es divergent: (serie armónica) рог 
Ita” n n 


luego 


п=1 


lo tanto por el teorema 2.7.1 ii. concluimos que: — 85 divergente. 
+: 
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. Је ел | : | 
Determinar la convergencia ó divergencia de la serie —— 


Solución 


Y 
: Ї 1 1 У 
Vn2>l.se tiene n2" > 2" > —— < — , como 2 — es una serie 
n2" э" ?" 
ПЕН! 


os | 
geométrica convergente (r - 2 < 1) š 


Luego por la parte (i) del teorema (2.7.1), concluimos que — es 


convergente. 


x 


2+еп?(л +1) 
3 


2" «n 
n=l 
Solución 
3 3 
Уле2”, se cumple -1< sen (0-1) < 1, sumando 2, 1<2-веп (7-1)53 
2 +sen? п+1) 3 3 | 
luego 0< pa RURAL 5<----<--, es decir: 
2" кт эп к” 2" 
3 x 
2 +веп (п+1) 3 3 : em 
0 e a <— como — es una serie geometrica convergente 
2" +h э" 2" 


n=l 
ж 


(r = i « 1) concluimos por la parte 2.7.1(i) que la serie: > 


2 +ѕеп?(и +1) 


3 
2" +n 
n-i 


es convergente. 
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272. 


TEOREMA (CRITERIO DE COMPARACIÓN POR LÍMITE).- 


x * 
Consideremos las series infinitas > а, У ° b, de términos positivos. 


n=l п=1 


Entonces: 


: 2p d | 1 -— 
i) Si lim — ^ -4»0 = ambas series convergen ó divergen. 
nh-»x 
n 


ii) Si lim Zt 3-0 y Yo, converge — > а, es convergente. 


n— x 
п=1 


x 


iii) Si lim tex » Ya, es divergente = la serie > а,. 


neh 
n=1 nzl 
«sese 
Ejemplos.- d 
. : 8 1 
Determinar si la serie — es convergente 6 divergente. 
" 
п=| 
Solución 
|| 1 : 
Sea а, =—, tomemos b, =—, es decir: 
п п" n PLI 


Y 1 | E 1 

рн es una serie geométrica convergente (r = > < 1) у 
222 2 

n=l 


‚а ; Nu ‚(2 
Entonces: lim =" = lim — = lim — = lim(-)" =0 
nx b, nx n—x n 


2" 


es 
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Luego lim > —=0 y 2E -- es convergente. 


n. 


por lo tanto por la parte (ii) del teorema 2.7.2 concluimos que la serie —, 


es convergente. 


x 


Q Determinar si Ja serie —— es convergente ó divergente. 


4n? +1 
n=l 


э 3 
п? 1 : l Ne 
Sea а, = —.——. tomemos b, -- es decir: — una serie divergente, 
4п +1 n n 
nzl 
entonces: 
2 
n 
200 . апі. n | 

lim 2 = lim ——— = Шп------>0, luego lim » 0 y Ta 
n-»oc b, n—= 1 noo 4n? +} 4 no b, 


n=l 


5 


es divergente, por lo tanto por la parte (i) del teorema 2.7.2 concluimos que la 


E 2 


. т 2 
serie у ye ES divergente. 
4m +1 


n=) 


x 
А : А -— 
9 Determinar si la serie у sen(—) converge 6 diverge. 
n 


п=\ 


Solución 
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| 1 y 1 TET 
Como а, =sen(—), tomemos b, =— cs decir: ° — una serie divergente, 
n n n 


n=l 


1 
зеп(—) | 
entonces: lim — = lim n = lim nsen(—) 21» 0. 
n 


n>> b, n nox 


| y Био 
Luego lim 3 =1>0 y — es divergente por lo tanto por la parte (i) del 
п 


nx 
" 
n-zl 


| : y | "s 
teorema 2.7.2 concluimos que la serie sen(—) , es divergente. 
n 


n=1 


27.3. TEOREMA (CRITERIO DE LA RAZÓN Ó CRITERIO DE 
DÁLEMBERT).- 
ж 


Sea } a, una serie infinita con а, 20, У п (de términos positivos) у 
n=t 


a, +1 
n = к, entonces: 


convengamos que: lim 
n>ox а, 


x 


i) Sik<l, la serie } а, es convergente. 


n=l 
ES 
Р : : : : a, +l 
ii) Sik> 1, la serie a, es divergente о cuando lim = +00 
HG а, 


n=l 


iii) Si k=1, по se puede determinar пада. 
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Ejemplos: 


x 
Determinar si la serte ; п27" es convergente ó divergente. 


nal 


š zh n п+1 a : 
Sea а, =п2 =- >a, =r., calculando el límite se tiene: 
н n+ 2 
. а . 2"(n«l . n+l | 
k = lim =+ = йн ЛЕ im — 2—«l 
nx а, nx 27", пә» 2n 


Luego por la parte 1) del teorema 2.7.2 se concluye que la serie У вя , es 
п=1 


convergente. 


Determinar si la serie es convergente o divergente. 


Y vn? +1 
e” 


n=l 


Solución 
уп? +1 М(п+1) +1 
Sea а,------ > а= + entonces: 


. a 22-23 
k = lim = = lim — 
пэх a, п-эх е 


ы 3 
Luego por la parte 1) del teorema (2.7.3) concluimos que a serie 2: 
e 

n=l 


es convergente. 
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© 


274. 


* 
А ; : 1 3 
Determinar si Ја зепе у — es convergente o divergente. 
үлп +1) 
п= 


Solución 


l 1 
Sea a, === > а 


п(п +1) а Jr DG +2) 


k = lim El lim AAA AS 
nx а, пэ» + 1D) +2) 


(2.7.3) no se concluye nada. Ahora aplicaremos el criterio de comparación por 


Luego por la parte Hi) del teorema 


ds l ] : ХИ 
limites como а, = —=== , tomamos b, =— , es decir: 2 — ев una serie 


п(п-1) n n 
n= 


divergente, entonces k = lim 2 = lim 2 I>0.Luego por la parte i) 
5 9 = —= т-ршшшшшшшшш = 5 g 
no. b, n іп(п + 1) 


ЕЭ 
: | : 
del teorema (2.7.2) se concluye que la serie > Л es divergente. 
n(n+1) 
n=l 


TEOREMA (CRITERIO DE LA INTEGRAL.).- 


Sea f una función definida y positivos para todo x > 1 y además decreciente y 


ж. 


x 
que /(n)-a,, V neZ”. Entonces la serie infinita у fins } а, es 


n=l n=l 


Ix 
convergente, si y solo si, la integral impropia | f(x)dx es convergente y si 


lo" 
la integral impropia | Ғодах es divergente, entonces la serie 2 а, es 
nzl 


divergente. 
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Demostración 


Sea keZ”, por el teorema del valor medio para las integrales 


k+l 
Je/ [ Ғодах-1. Ке) donde: К<в< К + 1, como f es decreciente se 
Д 


м 
tiene: a, = f(k)2 /(6)2  f(k «1) =. entonces а, > [ /(х)ах > аку 
; | 1 


- п n Z3 n 
Luego У ne Z' а; > [ Годах> Y ард, де donde | 
> 2 В! 2 
k=l k=l k=l 


n+l 


Ш 1+] 
У а = Ї Ғодах> У а =a] 
k=l k=l 


Ahora veremos para el caso en que n=4 


4 


> а > | ов 


kel 


Luego por el criterio de comparación las expresiones 


n Я : a 
> аһ. | fa, a а-а, son convergentes о divergentes] 
k=l k=l 


simultáneamente. 
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Ejemplos.- 


x 
. 1 . | 
0 Demostrar que la serie — p, ° — , es convergente si р > 1 y es divergente 

п 


4 n=l 
si p<! 
Demostración 
1 1 
Como a, == = f(n) = Го) =, entonces: 
п X 


"dx o, "dvo. 1 b 
£T = lim Z = dim-—  —— / 
x? borg x? вел (plant 


l | 


= lim -[——————— - ——]- si p»l 
bx (р—ђђР' p-l р-! 
x 
Entonces la serie — p. m es convergente, si p > 1; y es divergente para 


H 
n-l 


ка 
. | Ls 1 
р < 1, para el caso еп que p = 1, se obtiene la serie armónica 2 — , que es 
п 


n=] 


divergente. 
3. 
0 Determinar si la serie 2 пе", es convergente o divergente, 
пећ 
Solución 
Como а, = пе" = (п) => f(x)-xe", además f(x) 20 para x>1 y f 


es decreciente en [1,207 
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E 1 У N h 
Luego хе "dx = lim | хе "ах = lim(xe “ —e `) / 
h> »-эх l 


= lim((be? -e7P)- 2071] = Зе"! 
hx 


КД 


/ 
Por tanto | хе "их es convergente. Luego la serie } пе 


nzl 


7" es convergente. 


А x 
Determinar si la serie ° es convergente o divergente, 


— nin(a) 
Solución 
1 : . || А 
Сото а, = = f(n) = f(x) > 0 рага x > 2, además 
піп(п) хіпх 
- Іжіпх 
Год-- mech «0 para x > 2 Luego f es decreciente en [2,+x>, por 


tanto: [ in = im | e = lim ln(Inx) - lim ind ae 
b хіпх бән h хіпх baa 


Ж 
Entonces se tiene que 
b xinx 


es divergente. Por lo tanto } , es 
- піп(л) 
` тш. 


divergente. 


TEOREMA (CRITERIO DE LA RAIZ O CRITERIO DE CALCHY).- 


x 
Si en la serie infinita у а, „Че términos positivos, se tiene que lim Ya, = К, 
I nor 
n=l 


entonces: 
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о 1 
. . " (a0 (d А q. К 
i) Si k< 1, la serie у a, es convergente ' 
! n=] шэг 


ЦЭ? ы 


В as 
ii) Si К> |, la serie Sa, es divergente 


n=] 


iii) „51 К = 1, no se puede determinar nada. 


Ejemplos.- 


+ 


Y 
ә : : п 
Determinar si la serie ( 
. 2n-1 


1 . 
) es convergente а divergente. 


n=l 


Solución 
n+] „7 зі А : 
Como а,-( TE )" y de acuerdo al criterio de la raíz se tiene: 
2n-1 ^ 


: : n+1 ЖЕГЕН || 
k = lim Ya, = lim ----) = lim =—<! 
nx nC \ 2ң—1 пех2п-1 2 


15 
Я 2 | nl, Er 
Luego la serie: пия) ‚ es convergente de acuerdo а la раме 1) del 
«П 
пе! 


teorema 2.11. 


x. ud 
Q) Determinar la convergencia o divergencia de la serie > (ar —1)" 
нь! 


Solución 


1 ` 
Como a, = (n" – 1)" y de acuerdo al criterio de la raíz se tiene: 
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| ad 
k = lim y/a, = lim or^ —1)” = lim(z" -1)=1-1=0<1 
non 


n->0 n 
X | 
Luego por la parte i) del teorema 2.7.5 se concluye que la serie > e -1”, 
n=l 


es convergente. 


X 
| . | n (Y +2)" | 
Determinar si la serie —— es convergente о divergente. 
3 


n=1 


Solución 


>1 


k = lim Ya, = 


HX 


„а У2+2 4292 
3 3 


Luego por la parte ii) del teorema (2.7.5) še concluye que la serie 


© 


(з +2)". 
яаг ын es divergente. 


n=l 


Observación.. El criterio de comparación, es un criterio de convergencia 
para series con términos positivos, sin embargo se puede 


usar para probar la convergencia de otras series. 


20 


жо 
Si а,. es una serie cualquiera de números reales, entonces > la, 


n=} 


» 65 


` nal 


una serie de términos positivos y por tanto el criterio de comparación puede 


х 
aplicarse а la serie 2 la, |. 
n=l 


Series Infinitas 125 


(2.8. 


| 


2.8.1. 


SERIES ' INFINITAS DEWT ÉRMINOS ' , POSIT IVOS 
NEGATIVOS.-> 


Una serie infinita de la forma siguiente: 
; (ауа = а-а, кана на CY а, 
n=l 


donde: а, > 0. Yne 2”, se denomina serie alternada. 


También las series de la forma: > (-D'a, =-ар+а›—-ау+...+(—1)”а„ +... 
n=l 


donde: a, > 0, son series alternadas. | 


TEOREMA (CRITERIO DE LEIBNIZ).- 


La serie alternada de la forma: 


VOS 


Б (у а, | + 


Es convergente si se cumple: 


. P + .. : 
D Oca,,«a,,VneZ, ii) lim a, =0 


Ejemplos: Determinar si la serie alternada dada es convergente ó divergente. 
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Solución 
» 


1 


—— ——, además У ne Z^, n<n+l > 
In(n +1) 


Como d, = аы = 


= 
Іп(п) 
1 


| < In (n+ 1 = 
EAS TNT 


, рага n > 2 es decir: а, са, Vn 22 


: . 0610. 
y además: lim a, = lim : =0 
nx nx Іп(п) 


Т 


e ЕЕ. | “о frac 
Luego por el criterio de Leibniz, la serie alternada: 2 (-1) TTE 
п(л 
п=2 


convergente. 


A 


n=l 


Solución 


l +1 
т, entonces: Vne 27, 2" «2"  . de donde: 


1 : 7 
«—— , Упг 1, еѕ йесі a <a, , además lima = 0 
n4 " n+l n n 
2 2 пэ 


Luego рог el criterio de Leibniz, la serie alternada: e “20 es 


п-і 


convergente. 


-1 тн п 
24 ) 3п-1 
n=l 


Solución 


Series Infinitas 


2.8.2. 


Como а, = 


----< 
3-2 3n—1 


127. 


n+l 
D бум > —— 
3n—1 3n+2 


2 
.VneZ', 2n-1 <2n,sumando Зл 


Зи? +2п—1 < 31! +2п, (п+1)(3п-1)< n(3n+2) 


n+l . * ; 
es decir: а, «a, , Упє 2 , además: 


lim а, = lim- --ж0. Luego de acuerdo al criterio de Leibniz, la serie 
nx nf M -—] 3 


e n=l 


ж у 
alternada: У су" зз es divergente. 
| Зө 


NOTACIÓN.- A la serie alternada Усу", ‚ abreviaremos escribiendo 


n=l 


по 


+1 | 
у иу donde: u, = (-) "а, A |u,|= a, 


n=] 


TEOREMA.- 


* ps 


A 
Si la serie > lu, | es convergente, entonces la serie alternada y и, es 
- 


nzl n=1 


convergente. 
Demostración 


ж 
Como la вегіе > Ju, | es convergente (por hipótesis). 


n=1 


Luego por la propiedad de valor absoluto se tiene: ju, | Sus lu, | ев decir: 
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E x 
0<u, +|и | s 2, . de donde: la serie } (и, *|u, |). es una serie de 
n=l 


términos positivos. 


X 
Luego u, НЭЭ 5 Au, V n> N y además la serie > 2|u,| es convergente, 


n-l 


x 
entonces: por el criterio de comparación la serie } (и, +ји,|). es 


n=l 


н ж 
convergente рего > => (a, *ju,]) -u,]) . es convergente (suma de 


n=l n=l 


series de convergentes). 
x 


Por lo tanto la serie } нү. es convergente. 


n=] 


a) DEFINICIÓN.- 
Se dice que la serie alternada > %, es absolutamente convergente, si la 


n=l 


© 
serie 2 |и,| es convergente. 


nzl 


b) DEFINICIÓN.- 


© 
Una serie alternada } и, que es convergente, pero no absolutamente 


n=l 


a 
convergente, se dice que la serie у п, ев condicionalmente convergente. 


n=l 
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OBSERVACIÓN.- El teorema 2.8.2. establece que toda serie absolutamente 


convergente es convergente, 


Sin embargo una serie convergente puede no ser absolutamente convergente. 


ж 


z 
Sí la serie ° ju] converge => } и, ев convergente. 


n=] : n=l 


ж x 
} и, converge > ° |u,| converge. 


n=] n=1 


Ejemplos: 
Ч 1 
0 La serie alternada › (71) —, es una serie convergente, sin embargo la 
n 
n=} 
x 
; n+l | | 
serie (-1) —= — , noes convergente. 
п п 
n=] n=) 
y 3 
Q) La serie alternada (y PER absolutamente convergente, pues la serie 
2 
nzl 


x oo 
3 3 А е А 1 
} с — = у — , es una serie geométrica con razón r ES <]. Luego 
> 


п= n=l 


20 
| 4 3 
la serie es convergente y por lo tanto: la serie ° (y — 68 convergente. 
2 


= 


n=l 


OBSERVACION.- Para determinar la convergencia o la divergencia de. las 


series alternadas, se usa el criterio de la razón. 


130 


2.8.3, 
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TEOREMA (CRITERIO DE LA RAZÓN PARA SERIES 
ALTERNANTES).- 


- 


x 
Sea } и, una serie alternante, tal que и, = 0, Vn. Entonces: 


n=1 


о 


" : ‚н у 
і Si lim JAH] = £ <1, entonces la serie u, ев absolutamente 
л 
nx Uy н 
п= 
convergente y рог lo tanto es convergente. 
oo 
РЕ ЭРЭ u "NU : 
i) Si lim| -214-4»1 ó lim|——| = +> , entonces: la serie и, , es 
п 
по H, ТА 
n n=l 


divergente. 


РА Ял | : 
iii) Si lim |=! = 1, no se puede determinar nada, acerca de la convergencia 

H*| H 
n 


© 


de la serie } и,. 


n=1 


Demostración 


: ; . ји у , 
i) Sear un número, tal que: lim У «у «1, es decir k « r < 1, entonces 


nx 
UN 


. ји М у q M 
como: lim] = А, existe un número N > 0, suficientemente 


n>2|u, 


и 
grande, tal див: [2 <, Vn > М, se tendrá que: |иу,|<ғ|и,|8 


и, 


< 177 5 luwas] < "има |, etc., o lo que es lo тіѕто:. 


T +2 
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Iul < rl] 
имао < rl y | < r? им] 


asl « rus; < ну] 


|< нх, Y pez* 


. 
ж 


Luego la serie 2 rf lu,| es convergente, pues r < 1 entonces: la serie 
Pal 


Ж 29 


у |иуфрј, es convergente, y por lo tanto la serie 2 и, es 
pal 


n=} 


absolutamente convergente. 


РА . Ju ‚ш : 
i) Si и >] ó |] ә оо cuando n — œ. entonces: existe un 
>| И, и, | 
й ° Hye] : : 
número N > 0, tal que: |——|»1, siempre que n > М, es decir: 
и, 
lun] > [ren], siempre que n > М. 
Luego (и , es una sucesión creciente de términos positivos => 
ГЕЛІ 
ж ` 
lim u, #0. Luego concluimos que u, es divergente. 
PR п » 
n=1 
Ejemplos: 


л 


ж 
| : : 3 ot : 
1) Determinar si la serie alternada у (ya ~ > es convergente ó divergente ó 


n: 
n=l 


condicionalmente convergente. 


132 


como k < 1, de acuerdo a la parte (i) del teorema 2.8.3 la serie Ус 1) 
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Solución 
[Д E: зээ! 
Como и, = (р = u, ANE 
т (n 4 1)! 
2 n-23n&l, ү 3 
k= lim asc lim Eat m —— z0«l 
noel y, n (7-1 3" (n +1)! n>x р +] 


п 
n+l 3 


п ai 
n=1 


: 3^ 
es absolutamente convergente y por lo tanto la serie у (р еѕ 
п! 
n=} 


convergente. 


Determinar si la serie alternada 2 (-1) es convergente 6 divergente ó 


n=l 


condicionalmente convergente. 


nr" 


Solución 


(71) (n +1)! 


т 
Сото и„=(—1)"—— uu = 


z 2”+? 
n+l 
Luego PA АВИ о И РА ВИРА 
nə] W, nox 2952, пә» 2 


Por lo tanto de acuerdo а la parte (ii) del teorema 2.8.3 concluimos gue la serie 


a 


! 
> (4У Sel es divergente. 


n=1 
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284. TEOREMA (CRITERIO DE RAABE).- 


ЕЭ 
ОЛ mm M ; | а, 
5еа a, una serie infinita de términos positivos, si А = lim "(1 --аы) 
nx а, 
nzl 
entonces: 


ч 
Y. 


j  k»l.laserie } а, es convergente. 


n=l 


L 
ii) k< Łł, la serie у а, es divergente. 


n=l 


Hi) k= 1, пада se puede afirmar de la serie Ж 


n-l 


Ejemplos: 


x 
: : ; 1 
Determinar si la serie 5 


n +1 


es convergente ó divergente. 


PES 
Solución 


x 


| ` 1 | | | 
De la зепе 2 „зе tiene: а, = de donde: а, = 


п? +1 n +1 (n+)? +1” 


n=} 


acuerdo al teorema 2.8.4 se tiene: 


1 
2 
(п+1) Hy gola к. 
| ne ц +2п+ 2 


п? +1 


k = lim (1-20) = lim n(1- )=2>1. 
nx 
n 


nx 
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Luego de acuerdo а la parte (i) del teorema 2.8.4 е concluye que la serie 


|| 
у —5— , ев convergente. 
қ n +1 


n= 


х э 


j : : п -1 
(2) Determinar si la serie у es convergente ó divergente. 


mM +1 
n=] 


Solución 


En la serie dada se tiene que: 


n? -l (n4) -1 n +2n 


а, == de donde: а, =——ə _=— T... 


2n* +1 2(п +1)? +1 2n? +4n +3 


Aplicando el teorema 2.8.4 se tiene: 


п? «2n 
k = lim n(1- ===) = lim л(1- 205423) 
n-»x а, =] 
2? +1 


2420017 -6n — 
k= lim п(1- (n^ +21) Qn” +1) = lim n(—6n – 3) 


d 2 2 ua 2 -9«1 
n (n^ – Тј 2п“ + Ап +3) тэ (п – (2н + 4п +3) 


Luego de acuerdo a la parte (ii) del teorema 2.8.4 se concluye que la serie 


5. 2 
n“ -l : 
—,, es divergente. 
2n^ +1 i 
n=l . 
ж 
з : : а тул: 
(3) Determinar si la serie 2 ———. es convergente ó divergente. 
| (2п+1)(20—1) 
n= 


Solución 
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En la serie dada se tiene que: 


а, =— > Ara =—— 2 
(2я+1)(2я—1) (2n + 3(2n +1) 


Luego por el criterio del teorema 2.8.4 se tiene: 


£= lim n(1- 288) = tim (i - 2 * ша 0) 


>x а, nx (2n € 3(2n +1) 
k = lim и -2>! 
по An +3 43 


Luego de acuerdo a la parte (ii) del teorema 2.8.4 se concluye que la serie 


© 


Se , es convergente. 
(2n + (2n -1) 


n=l 


x 
: Р : п—1 е. 
Determinar si la serie ° 5 es convergente ó divergente. 


2п +1 
n=1 
Solución 
а n-i n 
Como а,---- = da IS 
2n +1 2(n*-1) +1 


luego por el criterio del teorema 2.8.4 se tiene: 


3 
a : 2w +n 
k = limn(1-“2L) = lim n(1 -——— < “T, 
3 2 
ne а, n» 2n +2n* —n—3 
A 


Luego de acuerdo a la parte (iii) del teorema 2.8.4, no se concluye nada y por 


lo tanto la convergencia se determina por uno de los criterios determinados. 
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2.8.5. 
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OBSERVACION.- Сото en muchos casos, las series son decrecientes, 
entonces: aquí se puede utilizar el siguiente teorema de 


Cauchy. 


TEOREMA.- 


ж 
біл, Sa, , entonces: la serie ° a, es convergente, sl y solo si, la serie 


n=l 


x 


\ 2" а„ es convergente. 


n=l 


Ejemplos.- 


; : : : А 1 
Determinar la convergencia o divergencia de la serie > = 
n 

nz] 


Solución 
| Ul 
Como а,--- => , luego la serie ; — es convergente o divergente si 
H n 
nz] 
no oo a 
” : ” 1 £ 
2 а. es convergente o divergente, pero ж-қ 1, esta serle es 
2 
n=} n=} nzi 
divergente. 
y | 
Determinar si la serie ------, es convergente o divergente. 
піп(п) 
n=2 
Solución 


21 PEU 


n = da = m NUS 
nln(n) ^  2"I2" 2"nln2 
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Байг  2"nln2 nln 2 


n=2 n=2 n=2 
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De acuerdo al ejemplo anterior es divergente por lo tanto por el teorema 2.8.5, 


x» 
se concluye que la serie 2 , es divergente. 
? 


1 
-— nin(a) 
29. EJERCICIOS DESARROLLADOS.- 


(1) Hallar la suma de la serie 2 те еп caso de ser convergente. 
НЕН = 


Solución 


| | | y | 
El termino n-esimo de la serie ----- 68 а, ------ 
57 п(п--3) n(n +3) 


ahora descomponemos a, en fracciones parciales es decir: 


l A В 


а, = ==+ У de donde efectuando operaciones se tiene: 


и(п-3) n пе 


1 = (А + B)n + ЗА (por igualdad). 


l 


кш E | 11 


=> Luego a, = = 
34-41 1 п(п+3) 3n n+3 
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a =, E 
232 5 
1 
бут с=с) 
ШЕК 
а, -—(—-— 
4 34 7) 
1 
a == — — — 
5 36 ) | 
1 1 1 
а и —— 
ушык, 
1 1 1 
а шш 
ч ҒЫ -3 n 
1 1 1 
а = -- ы 
ar 35-2 n+l 
bor 1 
а = 


ЭР n-l n+2 
1,1 l 
а,--(-- 


” 3 `n n+3 
Sumando 
1 l 1 1 1 


1 
S, =a +a +... а, =—[1+—+ + + 
io D. x 3! 2 3 S n+2 "EL 


24111 3€ 020411 
" 36 (n«D(n42)n43). 
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© 


11 1 
lim s, = entonces: у , €s convergente y su suma es igual a 
ne ” "Y n(n +3) 5 5 


п=і 


П NE UM 1 
— , es decir: 2 -------- 
18 n(n+3) 18 


n=] 


(2) La siguiente serie es convergente, calcular su suma: 


Solución 


Aplicando la identidad siguiente: senA.cos B = = [seni A+ B) - sen( A— B)] 


2 1 1 2п +1 
cos( _ ES | )sen( 5 )= Li 2 +2 ) + sen 55] 
n +n n+n 2 n^n поп и +n 
= T Бай A зет E )] = E) ~ ѕеп( : )] 
2 тп 41) n(n+1) 2 п n+l 
1 1 2 2 
а, = cos( 2 а )sen(— )= S seni )- sen( )] 
пе +п mn 2 n n+l 
Como 5, =a +a, t... à, , entonces: 
s. = nv senl) + (senl-— sen > +(sen 2 - sis 
"2 | 1 3 3 4 
2 
+(sen EN sen 2) + (sen 28 sen 71 
t п-1 п п +1 


Š 2 
S, = l (a > lims, = Бей 
п+1 


HS e 
n 
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© 
' 2n4l 1 зеп 2 
Luego у cos( ——— )sen(— )=- 
по +n п 


T+A 2 


n=] 


ac 


NP . І 
(3) La siguiente serie ° —— — — ——- , es convergente. Calcula su suma. 
(2n - 1(2n 4 5) 


n=] 
Solución 
1 
Wu m ICT A 
(2n -1(2n-* 5) 
? | "E PUR. 
" (280-1К2н-5) 2п-1 2n«5' 


operaciones se tiene: 


Como expresaremos en una suma de fracciones en la 


de donde al efectuar 


forma: a 


NET (24-28-0 Е 
1 = (2А + 2B)n + 5А — B (por identidad) => 
[54-8 =1 _ 1 


1 1 


1 
4а,- Y 
6 2n-1 2н-5 


12 


a meli 

-— 
—€— 
m oUm 
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1 1 1 


а 
сн “6/25-9 9 2л—3 


1 1 1 


аз = 
6 2n-7 2п-1 


1 1 


1 
дш 65425 ani 


І | 


| 
н 5 mna). 


l. 1 1 
а, == - 
6 2n-1 2-5 


— Sumando 


IN тезі ai Ta 


E 7% 2n-1 IET 2n+5 


23 12n? +36n +23 


*^790 (2л +1)(2л7+3)(2л + 5) 


23 < | 23 
lim s, == entonces у = — 
noo 90 zn Dn +5) 90 


xa 


Hallar la suma de la serie infinita } arctg( 


п=] 


ТРТ; 


Solución 
Al término n-ésimo de esta serie expresaremos en la forma: 


1 1 


l 
а, = акс! ge) = arctg( 11) , donde tea = —; 
n 


1441) 1+—. 
n n«l 
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1 1 
| - p 1 
Luego se tiene: (0(а-0)- Ка ган ал а 
14180488 T 1 1|+и(п +1) 
п(п +1) 
|| 
tela- В) =——— = 0-Й-аксіе(- 
A a PEN та 
1 1 
De donde: а, = arctg(—— \= а - B = arctg(—) - arctg( ) 
| 4 (п 1) n n+! 


Ahora calculamos la sucesión de las sumas parciales. 


„ 1 | | 1 = 
S, == (arctg(——) - arctg(=)) = -(arctg )-arcte(1)) 
2 a EA el 

P= 
(Esto es por la regla Telescópica) 

| л 
5, = arctg(1) —arcigl——) = — – arctg( ) 
n+l 4 n+l 


| 8 4 
} arctg( )= lim $, -2-0-2 
l+a(n+l) тэх 4 4 


nl 


% 


У ас е 
— l+n(n+])) 4 


n=] 


КА 


Estudiar Іа serie LM 
(4n —1)(л +15) 


n=] 


Solución 
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5 п 1 | Ре 
Como а, =—— = — =, = — . serie divergente 
(44-1Хп-15) n niki . 
n= 
a 1 
r 5 ! 4 
lim — = lim =—>0 => por la parte i) del teorema (2.7.2) 


n-»». b, n*(4An-l(n-15) 4 


У. 


se tiene que la serie: у 


п=] 


n 


— es divergente. 
(4n —IMa-H19) 


3 1+1 25 
(6) Estudiar la serie } f e V" dx; si converge hallar la suma. 
Ц 


n=l 


Solución 
¡+1 йн 
Primeramente calcularemos la integral | e "dx 
(23 


Sea u= x = x=4 = dx=2udu 


Fa = |“ Зиди = 2 (е (integrando рог partes) 
fra --Ә(пе "+e ")=> Jre” + e) 


141 = ntl m 
| e a= 26 1)/ =e let) ef (n +1)] 


n 


x ғ яр 2 | = 
2, [ Жж -аУ pe die (Hu 1) 


nal nal 


Ahora calculamos la sucesión 45,71, la sucesión de las sumas parciales 


mediante la regla Telescópica. 
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за = 3» fü)- /(—1)) = -2Cf(n) - /(0)), donde: 


із! 


Јес uice >= fü-nse is) 
$, = 2 eh i 1+1)-е У (МЕ +] де У ји + 1 n-e2] 
ізі 


De donde: s, 24e! хаш 
5 n eV ка 


H— 20 


> 1+1 
" ; до! SEA 
como lim 5, 24e > е “ах. es convergente y su suma es: 
” 


mel 


E 1+1. 
ў Гетеа 


1 
n=] 


: БЖ, 1 
Analizar la serie = 
1+— 
п=1 п" 
Solución 
x 
І 1 1 1 ací) 
Como а, = гае ces нЕ 5,, entonces — es una serie divergente 
1+— - A n 
n n п.п" n=l 


; iz а Qo]. Е 
(serie armónica), іт — = lim — =1> 0, y de acuerdo а la parte i) del 
n» b, naw l 
, n" 


20 
А | : 
teorema 2.7.2. resulta que la serie 2 г, es divergente. 
l+- 


n=l n” 
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(9) 


© 
> : 1 
Analizar la serie у — € ( 


up қ log(1 23 
n 


Solución 


| 


1 m А E 
Como а, = S—,Vn2] y además — es convergente, 


п? log(1 +2) " i 


entonces por la parte (i) del teorema 2.7.1 se concluye que la serie 
Ч | 


———————— esconvergente. 
2 
nzb n^ log(1 +—) 
п 


Determinar que la convergencia ó divergencia de la serie infinita 2 Ino) 
n(n 


п=2 


Solución 


х, 


1 1 1 
y como 2 - 
n Їйл) п 


Se sabe que, V n > 2, se cumple Ln(n) « n de donde — < 


п=2 


es divergente entonces рог la parte (ii) del teorema 2.7.1 se concluye que la 


: 1 | 
serie -----, es divergente. 
- (л) 


n= 


о 
: mop 3 DE E Уп +3 
Determinar la convergencia ó divergencia de la seric infinita 5 
п 


n=l 


Solución 


1 


— | : 
V n> 1, ѕе cumple 4н--354ү/и, ahora multiplicamos por — se tiene: 
п 
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3 ш 5/3 
п т A 


x 
Ма +3 Ап 4 4 
< = y como —— es convergente, entonces por la parte 


a 


(i) del teorema 2.7 se concluye que la serie infinita ——ƏV es convergente. 


т 
n=l 


© Determinar la convergencia о. divergencia de Ја serie infinita 


2 3 
> 2+sen (n+l) 
gap 


nal 


Solución 
VneZ', se cumple –1< зеп (п +1)<1 


1< 2 + зеп (n+!) <3 


0< 2 + sen? саа 3 223 
2" фид Mpm a gr 


3 . T 1 
Y como 2 — €s convergente (serie geométrica r = 2 < 1), entonces por la 
2 


n= 7 


: : 2 СЕЗ 
parte (1) del teorema 2.7.1 se concluye que la serie NEAR 


n=l 


"ag 


convergente. 


20 
у m : : Р >п \2 
(2) Analizar la convergencia ó divergencia de la serie у (= 1)" (377 +47") 


n=] 
Solución 


20 


У cna eam = CD +167" 2427) 


n=] n=l 
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53221 s н =) 


n=l n=! 
sus series geométricas son convergentes puesto que | < 1, por lo tanto; la 


š е = 2 А 
ѕегіе 2 (–1)"(37" + 47" )7 es convergente, además su suma es: 


DESI 


|| || 1 


ж emn сң та желеу. AAN 


У суб gat 2 ?- е ie. --2- 
n= (== [== ion 
| ( 9) ( TU ( ) 


У ето" ра") EY 


n=) 


2210 


ж 
. . H . . " м m d 
(3) Analizar la convergencia 6 la divergencia de la serie у (De 54-93 


n=l 


Solución 


Ye 1)" (e б-а 54- ety Ву: тебе -3н 545 -2n 


n=] 


= 6252 “Ус 1)" (e?.5?)" = 625е NE 


nzl n= 


Я ) is 1 : 
Se tiene una serie geométrica donde r = + < 1, y por lo tanto; la serie es 
25e 


= 


convergente donde su suma es dado рог: 
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| 

= BE HE € 
-1ү (¿3 51-2") = 62566 25e Е -625е 
2. АС ) a 19758 


n=] 


25e? 


nc 


> 252" 
Xemes) = 6 < 
25e +1 


n=} 


Determinar la convergencia de: 0.535353... 
Solución 
Sea A = 0.535353... , se puede escribir: 


53 53 53 


А = 0.53 + 0.0053 + 0.000053 +... =——+—+———+..., 
100 100^ 100 


1 . 
de donde r = —— < 1 ; por lo tanto la serie es convergente y su suma es: 


s. . 100 .53 


(5) Determinar la convergencia де 0.012012012... 
Solución 
Sea А = 0.012012012... , se puede escribir: 


12 12 12 
A = 0.012 + 0.000012 + 0.00000012 +... = ——«* 


“Жаз 
1000 1000? 1000: 


< 1; por lo tanto la serie es convergente y su suma es: 


de donde к= 
1000 
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1 
12(—-) 
s.— 1000 . 12 4 шоо шаа 


1 999 333 333 


1000 


Se deja caer una pelota desde una altura de 20 mts. cada vez que toca el suelo 
3 : | ЭР, 
rebota hasta 4 de su altura máxima anterior. Encuentre la distancia total que 


viaja la pelota antes de llegar a reposo. 


Solución 


La distancia que recorre la pelota representaremos mediante la serie infinita. 
3 3 2 3 n 
20+ 252000) + 2) (20) +...+ 20) 20+... 


La serie geométrica es convergente y su suma es: 


3 


20+ 40-5) = 20 + 40(3) =140 mts 
p 
4 


ж 


1 


Determinar la convergencia o divergencia de la serie ° е 
| 2 —1+5еп (и) 


n=l 
Solución 
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Vnzl, secumple que: 0< sen^ (n^) < 1, entonces: 
2" -1<2-] +sen(m)<2", por lo tanto 
0<2”—1+зеп°(п})< 2", V n2 1, entonces: 


== 25526521 


2" –1 + sen? (n°) 2” 


Сото ° - es convergente, entonces por la parte (1) del teorema (2.7.1) 


n=l 
х 


: š > | | 
concluimos que la serie —— es convergente, 
2" =] + sen (m) 
n=l 
ел 
Determinar la convergencia 6 divergencia de la serie У = 
241 
nal 
Solución 
БЯ 5 
[sen(»»)] 1 | 1 
Como а, =—— <——<— = b, = — 
n+l 741 n n^ 
n=l n=} 
x 
lsen() || 1 я 
Y у — , ев convergente entonces рог la parte (i) del 
п +1 n n^ . 
n=} 
А уем) 
teorema (2.7.1). Se concluye que Іа serie —— ез convergente. 
zal 


n=l 


: УСЭГ А е п! 
Determinar la convergencia 6 divergencia de la serie 2 (2) 
n2)! 
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Solución 


x 
n! 1 | 1 : | 
Como а, =—— = ————— x-——, tomamos нэ es decir: 
(n-2)! (л+10п+2) по < n^ 


чий! 
— es una serie geométrica. 
> би? 


ni 


Aplicando el teorema (2.7.2) se tiene: k = lim ЭЕ lim — s redu 0, 
n—x 5, nx (п + ])( + 2) 
entonces , рог la parte (i) del teorema (2.7.2) se concluye que la serie 


n! 
2 —— es convergente. 
(n +2)! 


n=] 


x 
Determinar la convergencia ó divergencia de la serie 2 
nzl 


| 
У2п +1 


Solución 
| | I 
Como a, === x — , entonces tomo 2 — que es una serie divergente 
V2n+1 n n 
n=] 
š, mom n 
entonces por la parte (ii) del teorema 2.7.2, lim — = lim ——— = +оо, y 


ax b, пә 2041 


00 
| . 1 үе 
— es divergente se concluye que 2 —— ез una serie divergente. 
n қ М2п+1 

n= 


nal 


© 
| е . . Іп(п) 
Determinar la convergencia ó divergencia de la serie } ШО? 
2 


n=l 
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Solución 
(п) | et ] 
n(n s . 
Como а, -----, tomemos b, =—, es decir: — , es una serie 
n n 
нь! 
э x 
ay _ , 2 по) 1 
convergente, entonces, іт — = lim ———— =0<1 у = es 
nx b, nx 2" n^ 


n=l 


convergente entonces por la parte (i) del teorema 2.7.2 se concluye que la serie 


x 


(и) 
US es convergente. 


nzl 


Y 


: P : А Іп(п) 
Determinar la convergencia 6 divergencia de la serie } 5 
n +2 
n=l 
Solución 
* 
(л) 1 А 
Como а, ==3——, tomemos b, = — ев decir: --р es convergente. 
п 2 п 3 3 
no i 5 
п? n=l p? 
3 
2 
: , . a . m ln(n 
Ahora aplicamos el teorema 2.7.2 es decir: lim — = lim ———— -0«1 y 
n-r |), пе д + 2 


x 


© 4 
1 . (л) 
сото — es convergente se concluye que la serie ——— 


n +2 
n=l Q2 n=} 
convergente. 
2 2n Р 
Determinar si Іа ѕегіе ° ------- es convergente o divergente. 
(2п-1)' 
n=l 
Solución 
02" 102772 


Como а, =—— => ада = = 
(2n— 1)! (2n 41)! 


Series Infinitas 


Ahora aplicando el criterio de la razón se tiene: 


=0<1, de donde por la , 


. . ] T1 2 За; ! ) 
kain “алий E о 
пэх а, пэт 107" (2n +1)! пэх 2п + 


Ж 


parte (1) del teorema (2.7.3) se concluye que la serie > es 
20-01). 


nzl 
convergente. 
"л! 


64) Determinar si la serie » = es convergente o divergente, 
п 


п=1 


Solución 
3" п! 3"* (n +1)! "E ! 
Como a, = аы = ы ahora aplicando el criterio de la razón 
п nl 
n (п+1) 
. a Da 
жа быны ЭЗ Эн. im ( ) 
пэх d, n— 3" nt (п + py” n» nl 
n 
= 3 lim[(1. Lay D ет _ 3 „| 
n-»m nl e 
п п! 
Luego por la parte (ii) del teorema (2.7.3) se concluye que la serie у — es 
n 


n=l 


divergente. 


ж 


à : : n! < : 
65) Determinar si la serie ; ---------- es convergente o divergente. 
1.3.5...(2n - 1) 


n=] 


Solución 
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п! (n +1)! 


———— > а, =———T  , aplicando el criterio de 
1.3,5..Ол-1) 1.3.5..(2п + 1) 


Сото а,= 


la razón se tiene: 


а : +1 |] | 
lim 2 = lim а = — <], entonces рог la parte (i) del teorema (2.7.3) se 
тэх а, "эх2041 2 


х 
е n! 
concluye que la serie ; ----------- es convergente. 
1.3.5...(2n - 1) 


п= 


% 


Я 2 : 1 | 
бв) Determinar si la serie ° — es convergente o divergente. 
(n + Mna 0) 


n=} 


Solución 


1 || 


Sea a, JU A 
(n + DUn( + 0) (х + ји (x+!) 


а, 


3 dx : "х . 1 h 
— — += lim | ———P FF lim- / 
(х+ іп (хі) рә 3 (х41) (+ Рәх IDn(x+1)/ 1 


VM 1 1 ! 
= lim( ----)--(0----)---- 
box Inb+1) 12 In2 In2 
[ dx l 
— = — , es convergente 
(х+ т (х+1) 192 x 
P | 
Luego la serie > — es convergente. 
(п +1)(1п(п +1))* 


n=l 


А ; . arctg(n) 
Determinar si la serie —— es convergente. 
Lah 


n=l 
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Solución 


EEE AG y E 
241 


п 


х 
A entonces: 
1 


' arctg x ! 'arctg x . arcigx /b 
= 83 dy = lim 2 57 dy lim z / 
x +1 b>x x«l bx 2 | 


2 


2 2 
2 figi eet (b) агаа? Оқы лт. 
hx 2 2 8 32 32 


entonces la integral impropia es convergente, por lo tanto la serie 


XL 

arctg(n) 

у са es convergente. 
n «l 


"zl 


ж. 


| А š I 
Determinar si la serie — 68 convergente. 
2 [In(»)] 


Solución 
Sca Lc WA ss esee ut 
са d, Ham IA) = z 
ШІНШІ (а(х) 9 
^Y ы. Y. y 
entonces: — G de = . , de donde: 
(In x)^* y 


=lnx > х=е > dxze'dy 


20 


: ) е БЕКІ : 
ahora consideremos la serie у — ев convergente, por el criterio de Іа razón 
п 
m2 
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131. = () «1, la serie convergente, luego por el criterio de la integral 
"эй 
п 


ж. y 74 ТА y 
e ах. е | 
— dy , es convergente y como: = = dy , se tiene que: 
v b (Inx) ^ by 


ж 


' d | y | 
| — es convergente, por lo tanto la serie — ПІ 
^ (Inx)"" => [Inin) 


convergente. 


1.3.5...(2и ! 
Pruébese gue Y . converge para p > 2 y diverge para p< 2. 
1 Жест ве рагар у рер р 


Solución 
Aplicaremos el criterio de la razón: * 


ба A ы „з „кызы, 
2.4.6...(2п) 2.4.6.. (2n+2) 


2n+1 MA T 
+. Jim(—— )? =1, no hay información 
"ж а, nox 2n+2 


Ahora aplicaremos el criterio de Raabe. 


ORE 
lim a(l- “ны )= lim LE lim si s 
nx а, п 4 
A 
2п+і „ц _Р 
= lim 2 P = 
nx 177 +2 remo +> 2 


Y de acuerdo al criterio de Raabe se dice que: 


157 


Series Infinitas 


Si r >! => p>2 = la serie converge, si p > 2 


<l > p<2 > la serie diverge, si p < 2 


60) Verificar que la serie У. Мп(ул® +2 – Vn +1), converge. 


n=) 
Solución 
ЯГ Ул 1 
Sea a, = Уп(Ул® +2- n? +1) = ьа а 
Ул°+2-ул°+1 n п 


У. 
| . : 
=> 2 — es una serie convergente, ahora aplicamos el 


Luego b, =>; 
2 n=l „2 


criterio de comparación por límite. 
Ма(Мле +2 Jn +1) _ lim Vn 
| eT dede in 


. а 
lim — = lim 
nx b, nx 
ES 
n? n? 
: l || 
= lim ш-->0 
2 1 2 | 


ES 
Por lo tanto ° Vn( пе +2 - vn" +1) es convergente. 


n=] 


usse 


01) Estudiar la serie I + ; + 
2102 3ln3 4114 
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Solución 


х, 


1 1 4 > 1 
+ + +... = 
2102 3ln3 414 nlnn 


n=2 


Sea f(x)= Ске, f continua V x 2 2, aplicando el criterio de la integral 
xInx 


% а +5, 
[ s In(In х/ = In(In(+x)) – In(In 2) = +00, entonces 
хіпх 2 


У. 
^ dx | : 1 : 
es divergente, por lo tanto la serie es divergente. 
хіпх ninn 


п=2 


: : : : : +1 
Analizar la convergencia o divergencia de la serie 2 e Эх 
n n 
nzl 


Solución 


л 1 T 
—) = -—sen— 


1 n+l || 
а, = (—)sen( ——)1 = — зеп(л + 
n n п п п п 


Para analizar la convergencia o divergencia de la serie usamos el criterio de 


comparación por límites, es decir: 


л л 
Sea Б, =—— de donde — es convergente. 
п п 
n=l 
a = 5еп—) n л Ч 
lim — = lim —2-—L = lim—sen2=1>0 y como la serie 2 h,» es 
nx b, nx m nox Л п 
— —— n= 


п 


n+1 


ж 
: d 
convergente entonces la serie ; (—)sen[( )л| es convergente. 
п 


п=1 


п 
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: : : : . 5+(—2)" 
63) Analizar la convergencia o divergencia de la serie Ул с----- " ? 


n-i 


Solución 


,,5«(-2)" 


Sea a, =n *( Y”, aplicando el criterio de la raíz tenemos. 


+(-2) 
k = lim Ya, = lim л KENA 
nx nx 9 


= lim) È 422) 


пә. 9 


x 
Ary es divergente. 


n=] 


)= 9 (oscila). entonces se tiene: 


x 
: ; | г : n+! { 
Analizar la convergencia о divergencia de la serie —, y Sl 


5 
пп +2) 


converge calcular su suma. 


Solución 
n+1 1 
Sea а, = —— ш-- => sea Ё, = —— 
2 2 3 n 
п (п+2) п n 
n+! 
2 2 3 x 
. а . n(n+2 . hn (n+] . Ї 
im ji HE ig UTD sg y como > тұ» €s 
ша алаг: Ї n>x n“ (n + 2) “п 
ЖЕН n= 
n 


convergente entonces por la parte (i) del teorema (2.7.2) se concluye que 


ы, e es convergente 
° 5 . 
2 
n^(n +2) 
n= 
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Ahora hallamos su suma 


"122 4n«4 _ (2 + 4n +4)— n° 
n(n+2y 4n! (n 2Y 4n (п+ 2y 


n 


| И: 1 


п? (л +2)? 4 (л +2)” E 


1 
а, 14 


Calculamos la sucesión de las sumas parens para esto aplicamos la segunda 


regla telescópica. 


“Ха a ли f- f(1) - 700). donde: 


A io => fm => П => КО) = 1 
(1 +2) (n +1) 4 


1 1 | | 5 ] | 1 


cU pem pd 5, 
4 (n-2)Y (n+ly 4 16 4 (п-2) (n+1) 


5, 


5 1 ] 1 5 
lim s, = lim ———[ peo] 
n— > п-э16 4 (n+2)° (п+1) 16 


Ч n+l : 5 
Y зуу" lim Su TT 
e n'(nr2) nx 16 


Z 200 nyn 
3+(-1 
65) Estudiar la convergencia o divergencia de la serie ; ын сн H 


n=l 
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Solución 


Сото 43-(141 «331 > 43-(-1/ «4341, VneZ* 


200 ПА 200 ” 
[УЗ +(- D"] п < (43 +1)" > n (3t y) 210 (М3 +1) 


6" 6" 
200 nan 200 n 
: -1 
Es decir PORNO AAA үсэн 
6' 6" 
200 п 

š : 3-1 MEN 

Ahora analizaremos la serie 2 аа. por el criterio de la raíz, es 
5 6 


п=] 
[200 ya 
с џ 3 1 3 
decir: £ = lim 7 а, = lim 2 AY _ X m (4/n 99 = лы 
. п—ж nx 6" 5 nx 


1 = 200 n 
Como k- мы «1, entonces la serie >— 5 Oe , es convergente, 
6" 


n=l 


= 2 
E т a 9 (43 +(-1у')" 
luego por el criterio de comparación la serie RI USUS 
6 
n=l 
convergente. 


А А : | 2 2 3 3 n 2m-1 
Determinar si la serie: 5+0 Ho Toc +... es convergente o 


divergente. 


Solución 


La serie dada se puede escribir en la forma: 


24-і 


п » . MES : 
> Бог ë d, = 1 , ahora aplicamos el criterio de la raiz. 
H-— 3n - 


4 


Eduardo Espinoza Ramos 


: : п Ї : 
k = lim Ya, = lim + су = lim = — <1, entonces la serie 
пз nox V 3n- пэк Зп-1 3 


© 


Ў c es convergente. 
n 


nzl 


ж 


Зп? +5п +2 


Calcular la suma de la serie Y ————— 
Тү п(п + De +3п +2 (п +1) +2 + луп 1) 


Solución 


Para calcular la suma de la serie, tratamos de simplificar el n-ésimo término de 


la serie, esto es: 


3n? + 5п + 2 


(mM 
' n(n 1m +3п+2[(п +1)у/п +2 + ndn +1] 


2 pr + 5п + 2)[(л +" уп +2 пуп + 1] 
n(n + уп“ + Зп + 2((п +1)? (п+2)- п? (n +1)] 


(л +1)(3л +2) 1 1 


T MES 
4 (14143852) nda ni nA Eu о. 


A 1 
а, = (— ===  ) 
2 пМп+1 (п--1)Уп-2 


n=l 


Ahora calcularnos la sucesión de las sumas parciales. 


1 


n 1 1 п 1 
na Кенен жау ЕЦ =. тейт 
i 2 ТЕТЕ, Уйку ім +1 
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1 1 
= — — 0 = - 1 ———rm  . — —— 
т) рат n+2 P 


1 


ба = = 
42 


: 1 
= lims, == 


1 
(л +1)ул+2 nx У 


ж 


1 1 


A Е + Зп + 2 (1 + Nn +2 + пуп +1] 442 


Estudiar la serie y сп caso de convergencia calcular su suma 


Ч | 


nn+ 2) 


1(1 + 
п=1 


Solución 


Primero analizaremos si la serie es convergente y para esto aplicaremos el 


criterio de comparación por límites. 


oral 


l ) =b, > y——, que es una serie 
n(n+2)  n(n-2) n(n+2) 


n=1 


Sea a, = In(1 + 


convergente. 
In(1^ > ) 
lim S= A — ни n(n + 2)In(1+ ) 
n b, пэ 1 пә. n(n + 2) 
п(т+2) 
= lim In(1 унин =1пе=1>0 
na п(п+ 2) 


ж x 
1 1 2 
Y como у es convergente > 2 In(14- ) es una serie 
n(n +2) n(n +2) 
n= 


n=l 


convergente. 
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Ahora calculamos su suma: 


2 2 
a AGA Y= Jan +2a+l _ (n +1) 
п(п+2) n(n+2) п(п+ 2) 


a, =1п(л + 1? —In(n) - In(n(n + 2)) 
а, = 21п(и +1) - In(n) ~ In(n +2) 


Ahora calculamos el término n-ésimo de la sucesión de las sumas parciales, es 


decir: 

$, =a td, t... d, 
a, = 21n2-1n1—1n3 
a, = 2103-102-104 
ay = 2104-103-105 
a, = 21а 5 104—116 


а;-2116-іп5-іп7 


а, -21п(п-2)-ішп-3)-іп(п-1) 
d, = 2la(n —1) - In(n-2) - In(n) 
a, = 21nn-In(n 1) - In(n 1) 

а, = 21n(1 4 1) - Inn - In(n +2) 


S, =Q +a, t... tà, -In2*In(n +1) -In(n 2) 
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aa О, de donde lim 5, =1n2 
n+ nor 


} Ind + )=1һ2 
n(n+2) 
n= 


| ©, 600 “угуй 
Estudiar la siguiente serie 2 


п= 


Solución 


vneZ', 24(1) <3 > (2+(-1))<3" 


O +(- 1222 а ЦЕ y 


9" ЕСЕ 


< n 
Ahora analizamos la serie 2 —, por el criterto de la raíz. 


n=l 


p600 
k = lim --- ый lim (s/n)? = На => 1а serie ya ---- 68 convergente, 
"x Er 3 пх 


n=] 
х 
T Е | nt (2 + (1) y 
y por el criterio de comparación la serie END = 
n=1 


convergente. A 


, es también 


4 : 2" «n! +n 
Analizar la serie Еа si converge halle la suma. 
n(n +1)2” 


n= 


Solución 
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Y 


: , Penn 
A la serie dada expresaremos asi ° эрезе шиш 23 тү 
п(п +1)2" т нэ 726 42 


п=1 


| ¿Es V ne Z° 


n(n-l) эг 


E 
Como n+] >n => и(п+1) > п? => 


ж 


Ж. 
: 1 у 
Como la serie ° — es convergente, entonces la serie 
2 


n=l n=l 


| 
n(n+1) j 


es 


convergente. La serie — es convergente por ser seric geometrica con 
2 


DES 
] . А 
r= 2 <1, сото la suma e las series son convergentes, entonces la serie dada 
es convergente. 


Ahora calculamos la suma de cada una de las series: 


Š | |! 
a? a DIE 


nzl n=l 


п 1 | 
Sea 5,- voa аа ND) б =й 
i+] i n+l 


i=l 


5, =1+- | > lims, =1 de donde >; 


=lims,=1 
n+l n>x 


п(п+1) тэх 
“пећ 


Además sabemos que : — =—=- =2(—)=1. 
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(а) ¿Para qué valores de "s" converge y para cuales diverge la serie 


1.5.5.7..0п - 0,22. ЗЭР ; 
2 portes ?, justificando con los criterios ya conocidos. 
2.4.6.8...(2n) 


n=l 


Solución 


Para determinar los valores de s para la convergencia o divergencia, 


aplicaremos el criterio de la razón. 


EE iov) =[ 1.3.5.7..(2н-1) р 
2.4.68..(2п) 12468 (2142) 


п 


E so EFD 


. a 2.4.6.8.. (Јп) А 2n+1 5 
k = lim =+ = Jim —— — ——— —- = рт (2) =? =21 > kel, 
пэх d, e .3.5.7.. (roy n>x meri 
2.4.6.8..(2н) 


entonces no podemos afirmar nada, en este caso aplicamos el criterio de 


RAABE, para lo cual hacemos. 


аза __| => (Ау meu. entonces: 
a а +1 2n+2 а +1 


” 


о(2п +1) «(2n41 =(21+2) > a „(ЖЕ - 
2п +1 


y —n 


па = "(1 + 


2n+1 


1 => 1 
= п „+= |- 
МЕн ar ! ба) cup 


n 5(5-1) п n 
— 


па =п +5 „+з өз 
2n+1 2! (2641у (2п +1) 
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| 5 : 228 ! 
lim (ла) ==, la serie converge si —>1 >s>2 у diverge —<1==552, 


A 
nx 2 2 2 


por lo tanto la serie dada converge, si $ > 2 у diverge, si 852. 


x 


Я Š l 
Analizar la serie — — —- , donde “К” es una constante. 
n 


= (logn) 
Solución 
ТЭШ 
Hacemos logn = и => 10 = п 10" =n". 


Si k >) => + = орт = и = ови“. 


MEE I | | 
Sabemos que: logn <n, Vn > 2 => lognt Сп“ => Кори! ди! >и <и“ 
d 1 1 E 
log(n) < kn* => и < kn^ <kn* => log(n) < пк => (орт) «Ал 


ж. 
1 Ç 
: <----г. Como у -- es divergente, entonces: 
kn (logn) xn 
PE 


ж x 


> , diverge V k > 0. 2 руи , es divergente V k > 0. 
| п 


(log л) 


n=} n=2 


ж. 
: ; ; n | 
Determinar si la serie alternada у (-1)" ту es convergente, divergente o 
2 
n=l 


condicionalmente convergente. 
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—1 п руні 1 
Como и, „Сви Gl CD wp luego 
2" 29% 
. . 2" . l 1 . 
k = lim en. lim 2-0 8D _ lim = == <1 es decir k < 1 y de acuerdo 
пэх| u nox РА пэх 2n 


” 


a la parte (1) del criterio de la razón para series alternadas se concluye que la 


ж 
п 
serie alternada 2 (—1)” — , es absolutamente convergente y por lo tanto la 
2 


n=l 


ж 

| (1Ул 

serie = 68 convergente, 
2 


n=] 


> 
п 


| . . e . 
Determinar si la serie alternada 2 (-D" — es convergente, divergente о 
H 
n=l ` 


condicionalmente convergente. 


Solución 
(1 ng" (-1/"7ет"! : 
Сото и,----- => u, = ND , luego 
n п+1 
и ne" 
k lim tl] = lim ——— — =е> 1, de acuerdo a la parte a (ii) del criterio 
nox|u nr ре” 
п п+1)е 


19 
. А (—1)°л . 
de la razón, se concluye que la serie --- es divergente. 
ye q > 
ПЕН! 


Ж. 


| (19 y? 
Determinar si la serie alternada ----- es convergente, divergente о 
"2 


nzl 
condicionalmente convergente. 
Solución 


Aplicando el teorema 2.8.2 se tiene: 
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= ( ТЫҒЫ = п? 
— = , de donde: por el criterio de la integral la serie: 
n р ё 


n I | „оп? 
л . ев divergente, por lo tanto la serie IF +» no es 
n +2 j т +2 


n=l n=1 


absolutamente convergente. 


Ahora aplicaremos el criterio de Leibniz, es decir: 


5 Ш (n+1? 


= 7 «a,,vnal 
(п+1у +2 


n+l n? 


Como а, = de donde: a 


m +2 


es 


5 ЕА 
A " " Пи P п 
y además lima, = lim =0. Luego la serie у (-1)" 
"x nt + 2 nm +] 
n=l 


condicionalmente convergente. 


ж 
Determinar si la serie alternada > Co" —Q es convergente, 
pun n(In(n))? 


divergente o condicionalmente convergente. 


Solución 


De acuerdo al teorema 2.8.2 se tiene: 


x 


| Ч 1 
> NY | = > — — de donde 1 criterio de | 
- ( ) КОЈЕ — any? 3 e onde ро: el criteri e la 


nzz -4 


: | | 
integral se tiene que la serie: } ——— es convergente, por lo tanto la 
n(In(n)) 


serie alternada 1 (- ya ———— es absolutamente convergente y desde 


men eR ` 


luego la serie es convergente. 
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@ 


ж 
: : а 2n +1 
Determinar si la serie alternada 2 CC es convergente, 
` nel 
тті 


divergente о condicionalmente convergente. 
Solución 
De cuerdo al teorema 2.8.2 se tiene: 
ж 
Ne pre) E ‚ de donde de acuerdo al criterio de la 


3н-1 


nz] п=1 


2n+1 y 


raíz se tiene que la serie: > € 


n=l 


2 es convergente, luego la serie 
Зп + 


3 e 
alternada Leey , es absolutamente convergente y por lo tanto la 
n+ 
n=} 


serie alternada es convergente. 


1.4Л7..(3п-2 
Determinar si la serie alternada (1)?! ШД es convergente. 
2: 7.9.11..(2n + 5) 


"zl 
divergente o condicionalmente convergente. 
Solución 
Aplicando ei criterio de la razón se tiene: 


д 147..(30—2) , 1.4.7..(3n+1) 


u, —(-1) ———— = u, EY, luego 
| 7.9.11...(2n+5) Sn топ (и 2 
k = lim ын. = lim PRI LS >1, сото k ¿es 1. de acuerdo a la parte a 
пэх| и, nx 20-47 2 2 


(ii) del criterio de la razón se concluye que la serie alternada 


> con РЫЛ cuu , es divergente. 
7911.07) 


n=l 
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Determinar Іа convergencia o divergencia е la serie 


9o 1 2 п 


} "(ет же! важе" 
n=l 


Solución 


1 2 


2 л x >. 
5 zya ( эн n Р ) 1 : ђ = | 3 
ea q, =n e" +е" +...+е » y tomemos la serie Pa — , que es 
п 
п=1 n=l 


divergente (serie armónica), ahora aplicamos el criterio de comparación por 
limite. 


1 2 5) 


. d 
lim — = lim кет ы әке") = lim — Ly e^ = :- fe dx=e-1>0 


п р, n>x n n— = H 


ж 
un! 
y сото › 


n=l 


x 1 2 п 
DF a » a : 
у п (e^ +e" +...+e" ) es divergente. 


n=] 


n=) 


es divergente, se concluye que la serie: 


= |- 


Зл 
[| cos +21] 
Analizar si la serie —— es convergente. 
3 


Solución 
[| сов 37.21] 2+[|cos22 1 3 
n 


Sea a, = —————€ —— hs =b, > 2 — es convergente 
3 3 3" 


y como а, <b, entonces por el criterio de comparación se concluye que la 


[| сов 22 +21] 


serie 2 — , es convergente. 
3 
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Ahora calcularemos la suma de la serie. 


ЕЕ [esa] 


)——- A D GUNT M аи 221806 
y 3 3 3° y 


[1о»22 +21] Поов37 +21] [Icos 22 +21] 
— + — ——— — — .srpk 


+ E 36 7 +...... 
шык ду A 159 2-9 
3 3 33 3 3 36 Qr 35 
Зл 
| сов-4211 в, 2 > 1488 $2 
Y IS NT 
: 3" 243 y 37 3" 243 — 37 
2 EE 
6 2 
NS pic, ~. (2) 
m 3 32 16 
п=6 ga 
3л 
2, [| cos +21] 148 1 2369 
reemplazando (2) en (1) , У ——- HE 
= 3" 243 16 3888 
(2,10. EJERCICIOS PROPUESTOS.- | 
l. Hallar la suma de las series infinitas en caso de ser convergente. 


DU эй. кра, 
= (2n -D(2n +1) 


(2) 28 Rpta. a 
(4n E = +1) 4 
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n+l-n 


Pa 
* yn” tn 


n= 


A] | 
> Св map 


nzl 


45 (2+1) 


У = 
1п(л).1п(л + 1) 


n=2 


O: 49. €: > 0) 


| 
2-8 +2) 


n=0 


2n+1 


——— 
EH (л +1) 


@ 


Р In(1+)"(0+1)) 


n=2 


c 2n+1 
2055 


n=l 


x 


1 
(D 2 D + 2) 


n=l 


у (шт + у!) 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


— 


ьш 


Nl 


2112 
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(2) Sos mE x M 
(п? ons 30r adl) +1) 


n=l 


ж 


1 
O ere +3) 


а - IMG 


= п(п + 1Хп + 3) 


1 
(2n + D(2n + 312n +5) 


= 2п +] 
= n(n 4 2)n + 4) 
(7) Ed 
яс (п— 2)(n + 3)n 
сэ 2043 
= (n - n +2)л 


95 3 4” 
` 


n=l 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


жі- 


t2] 
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n=l 


© 0.0 6 


O 


ч | 
2066 +2)m +3) 
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2150 
Rpta. —— 
E 99 


Rpta. 


t | — 


Rpta. — 


Rpta. 


м ш 


Rpta. 


юш 


Rpta. -— 


Rpta. 


е-І 


Rpta. — 
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ж. 

1 | 
° (sen— —sen 

n n+ 


п=і 


5п +3 
= na +1) +3) 


[| жей a 


Ч 2n 41 
-1 nl et TTE 
2: n(n 41) 


nal 


клы 
= п(п-к1)(л + 2) 


x 
^c Del 33-2" 


azl 


9 У (n+ TUS + 2m +3) 


1 


Ера. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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sen | 


іш 


Divergente 
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NARA 


& (9 


© © 


© 
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e е мз. © Rpta. ——————— 
9 Yee a 2(х+1)(х+2) 


ж 


1 
; e БЕ Rp 
- (х+п—1)(х+лп)(х+лп-+1) 2х(х +1) 


Ут отт уп) Rpta. 1-42 


nz 


1 


+ к.а + Rpta. | 
1. 3 3. n(n+1) 


| $ 
ETE NE c е Rpta. 


14 47 710. (Эн-213н-1) 


w |= 


Rpta. Divergente 


| 1 | 
== + а. рала + 
М.з 3.5 /(2п—1)(2л +1) 


5 2,4 3 2 | 
Уул + 28n 2 ом Rpta. 2 
(п+3) (n4 4) 6 


nzl 


Una pelota se deja caer una altura de 12 m cada vez que golpee el suelo 
salta a una altura de tres cuartos de distancia de la cual cayo. Encontrar la 


distancia total recorrido por la pelota antes de quedar en reposo. 


Se deja caer una pelota una altura de “a” metros, sobre un piso horizontal, 
cada vez que la pelota choca contra el suelo, después de caer desde una 
altura h rebota hasta alcanzar la altura rh, siendo r un número positivo 


menor que 1. Hállese la distancia total recorrido por la pelota. 
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¿Cuál es la distancia total que recorre una pelota de tenis antes de llegar al 


reposo si se deja caer desde una altura de 100 m y si, después de cada 


: 11 | : 
caida, rebota hasta 20 de Ја distancia desde el cual cayo? 


- 


Un triángulo equilátero Пепс catetos de 4 unidades de longitud, por lo 
tanto su perímetro es 12 unidades. otro triángulo cquilátero se construye 


trazando segmentos de recta que pasan por los puntos medios de los 


catetos del primer triángulo, este triángulo Пеле catetos de unidades de 


longitud y su perímetro es 6 unidades, si este procedimiento se puede 


repetir un número ilimitado de veces ¿Cuál es el perímetro total de todos 


los triángulos que se forman? 


Después de que una mujer que anda en bicicleta retira los pies de los 


pedales, la rueda de freno gira 300 veces en los primeros 10 seg. luego en 


E . 4 А 
cada período sucesivo de 10 seg. la rueda gira x partes de lo del primero 


anterior. Determinar el nümero de rotaciones de la rueda antes de 


detenerse la bicicleta. 


Determinar la convergencia o divergencia de las series infinitas siguientes: 


5 


4 
n tn 


(51) У. d Rpta. Convergente 
nz] 


x 
(62) y Rpta. Divergente 
п+5 


nzl 


ж 
cosn 
(53) | | Rpta. Convergente 


п? +n 
n=1 
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2 2 
H . 
64) > 3 Rpta. Divergente 
EC +n+2 


o 


se I 
y nsen(n)+ Rpta. Convergente 


mal 
n=l 


Rpta. Divergente 


© e 
ЗЕЯ 


Rpta. Convergente 


Rpta. Divergente 


8 8 
ЕЗ 
— 
= 


Rpta. Divergente 


@ 


% 
+1 
y Rpta. Convergente 


= 0c Rpta. Divergente 


© Өө: 
( : 
Із 


>; Eu ^ Rpta. Divergente 
In(+ +2) 1 


O 


n=) 
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E 1 
2, \/п(п + 2)(n +1) 


5 | вес(п) | 
>. 


n=] 


ж 


@ > 


n=l 


ж, 


@ > 


n=l 


ж 2 
п 
25 +100 


2 -1 


O > 


n=2 


& Y 


2410 sen? 3n 


зеп(пд 


п 


| 


1 


— 
n^ In(a 


] 


2 


n 


) 


) 


7-2 (In(n))” 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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Convergente 


Divergente 


Converge 


Convergente 


Divergente 


Convergente 


Convergente 


Divergente 


Diverge 
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^ n 
2: (п+1)(ял + 2Хп +3) 


nzl 


Ne зал!) 


5317 


Mes 
a 
4 


n=l 


ri 
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Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Diverge 


Diverge 


Converge 


Diverge 


Converge 


Diverge 


Converge 


Converge 


Converge 
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© 


B 2 
n +l 


С 
n +1 


n=l 


Y п+ 2 
ти +1) 


n=! 


ж 


Sn 
Ji 


n-l 


Е 2 
sen" (п) 
2" 


n=l 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Diverge - 


Diverge 


Diverge 


Diverge 


Converge 


Converge 


Diverge 


Converge 


Converge 
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© © 


© о © 


Y Іп(п) 
n^ +10n? 
n=l 


3" 
2 п.5" 


n=} 


n+2 


n=1 (л +2у/п+3 


© 


1 


2 п AA ку їп? (л) 


8 


2n+1 


1 
2171 (n +4) 


© 
2 
n=l 
© 
2: 
n=l 


Уна 
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Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Diverge 


Converge 


Diverge 


Diverge 


Converge 


Converge 


Converge 


Converge 


Converge 
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Ч | 
(5) 9 — 
Em ne" 
y 
PET n^ +1 
x 
п 
n" 


(а?) 2"- ! 
2 (л +1)(я—2) 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Converge 


Converge 


Converge 


Converge 


Converge 


Converge 


Diverge 


Converge 


Diverge 
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x 
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п? 
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Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Diverge 


Converge 


Diverge 


Diverge 


Converge 


Converge 


Diverge 


Converge 


Converge 
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@ 


x 1+ cos( 27) 


ECT 
e" 


Ч (a+ Da +2) 


n! 
п=1 


y o» 


31413" 


n=l 


~ 
Nue 


<— n! 
n=} 


© 


2 47%ң! 
1.3.5.7.9..(2n -1) 


n=l 


1 
20 n+- 
п" 


п (п mE 
n 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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Diverge 


Converge 


Converge 


Converge . 


Converge 


Converge 


Diverge 
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ex | 
2 on Rpta. Converge 


n! 
— Rpta. Diverge 
: n+1 р 8 
n= 


К (п + и +2) 


| Rpta. Converge 
n! < 


© © 


n-l 


n! 


ради Rpta. Converge 
(л +1)" Р Ё 


Ө, 


© 


(n+1)! 


> 
n=l 
2 3 | 
п 
> Rpta. Converge 
п=і 


! 
(51) — Rpta. Converge 
= Sn 
СЭ (1+1)2" 
аа Rpta. Converge 
n=l б | 
a 
> Rpta. Converge 
= (In 3)” 
Y 2 Rpta Diven e 
п(п+ 2) рл: Р 


n=l 
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(44) 2) Іп(п). "TT 
(а) 2 (nl) 
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(аз) OY in 
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n(ln( my 


esc h(n) 


8 


22 п(1п(л!))? 


п 


ж 


y 2n +3 
п? +3п+2 


n=l 
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Rpta. 
Rpta. 
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Converge 


Converge 


Converge 
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Уа > 


n=l 


nP 


этап) 
> n.In(n) 


(тА) 


A 1 
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Diverge' 


Converge 


Diverge 


Diverge 


Converge 


Converge 


Converge 


Converge 
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ж. 


Ө 


Y = i Rpta. Converge 
4/5 

n=l n 

113.5 - : 
n Rpta. Diverge 

e 4.8.12.. (Ап) 

q | 

> —— Rpta. Converge 
—n In(n)(In(In(n)))” 


Ne MEE Rpta. Converge 


п= 


> (Uy uL mou Rpta. Converge 
H n 
n=] 


y жа 5. (7 ys guy Жаса Rpta. Converge 
`3л+1` 
i4 $)? us Эр. .+(— Lye. Rpta. Diverge 
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CS ю 3 3 


— Rpta. Convergente (sug. З ET ) 
n! 


1 
5% In(m.In(a +1) 
п=2 


Rpta. Divergente (sug. probar que 2: 
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diverge) 
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ecd ете 
Y —=— Rpta. Divergente (sug. comparación > 
1-2 Іп(п) 3" 
п=2 nzl 
Ө Eh 
n? – sen? (1007) 


n-2 


Ун 


MEN 
Е 


Rpta. Convergente (sug. == < <---) 
n? – sen? 100" ates] nis 
* пі +1 2 ша Бай” | 
у I Rpta. Divergente (sug. ———— ) 
pandhi іп(п) п? In(n) ГТ 


А 1 
Demostrar que la serie 2 ——— d €s convergente si y solo si P > 1. 
n 


5 п(Іп(п)) 


x 


боз) 1 
боз) Demostrar que la serie > — Өзал iy 
п=3 п1п(л).(1п(їщ(л)))” 


solo si P>l 


Ejercicios sobre convergencia y divergencia. 


+1 
Analizar la convergencia de la serie 2 In( — 13 
п-1 


Rpta. Converge para а > 1 


ж 
| Е ; n+2 : уі 
Analizar la serie 3 (ти( | )- 1) si es convergente 6 divergente. 
n+ 


п=1 


Rpta. Divergente 
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en) 


Demostrar que la serie de términos positivos 2 7 
п OTE 


converge si о > l, diverge si &<l, y que si о = 1 solo converge 


cuando B > 1. 


т 
5 | 1 а 
Analizar la serie } –12'(а+—) 
ға п 
п= 


Кра. tga> 1 Convergente 


шах! Divergente 


Estudiar según los valores de а у В la serie: 


Yes y пе (== y 


Rpta. В> а  Convergente 


В<а Divergente 


x x 


En la hipótesis en donde la serie 2 а, y } h, son convergente se 


n=l n=l 


pregunta: 
a) ¿Es convergente > а 2 Rpta. Si 
n=l 
x 
b) ¿Es convergente У a,b, 2 Rpta. Si 
| nal 
c) ¿Es convergente У? e Rpta. Si 


n=l 
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à 


d) Si la sucesión гж es monótona, demuestre que la serie 
2; 


ЖО? es convergente. 


n=1 


ж 
Para que valores de r converge la serie у 


1 
= n(In(n)) 


Rpta. г> | 


Ө, 


1.3.5..(2n-1 
Prueba que la serie NE (2 5 (21-1), ‚ converge para Р > 2 y 
2.4.6.. (2n) 


© 


n=} 


diverge para P < 2 (criterio de Roobe) 


Analizar la serie у CLE 
: 1.3.5.7..(2n -1) 


2 


n=1 
Rpta. Divergente (criterio de Raabe) 


т, 


1 
Analizar la seri > мээн 
nd pur In(n)" (In(1n(1)))? 


e 


Rpta. Si S<1, la serie es Divergente. 


` Si S > 1, la serie es Convergente 


© 


Determinar para que valores del parámetro “а” converge y para cuales 


diverge la serie > (и +n“ an) 


n=l 


Rpta. Converge рага a < 1 y diverge para a <1 
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. 


© 0 


Determinar la convergencia ó divergencia de la serie 2 


х 
- ` a 1 
Demuestre gue у МЕГЕ 1-2Уп +уп-1) converge рага S SN 
А nzi 7 


| 
diverge 5 >—. 
Ë 2 


Pruebe que diverge 


үлп 
© 2 
n COS (s ) 


2" 


п=! 


Rpta. Converge 


Determinar la convergencia ó divergencia de la serie 


S аы 


Rpta. Converge 
n(n+1) 


n= 


x 
Sea } а, » (An > 0) divergente. Si S, = a, + a> +.... + a, demostrar que: 


n=l 


ж ж 
i) у ыг Diverge ii) 2a Diverge 
241+ а, 5, 
n=l n=l 
EN ` а 
iii) 1 Converge 
(S, Y 


Sea ° a, (а, > 0) una serie convergente, demostrar que la serie 
n=1 


о 


° 44,-4,,, Converge. 


n=1 
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ж, 
Sea la, Ты decreciente, (а, > 0) Si > Ja, а converge, demostrar 


nzl 


=, 


que la serie » а, converge. 


n=l 


x 


@D Determinar la convergencia ó divergencia de la serie } 


a=l 


3 +4n* 


n+7n 


Rpta. Сопуетре 


2 "n ' 
е п. . 
(22) Demostrar que ; 5 es divergente, 
: n 


n=) 


IV. Determinar si la serie dada es absolutamente convergente, condicionalmente 


convergente ó divergente. 


ж 
(23) у сал, Rpta. Absolutamente Convergente. 
п. 
Ч l 
} (=)! — Rpta. Absolutamente Convergente 
n 


2 n+l 
(29) [ba Rpta. Absolutamente Convergente 
n2" 


nzl 


x 2" ^ 
У у" = Rpta. Absolutamente Convergente 
п! 


n=] 


Series Infinitas 


е) 


ADA 


© © © 


9 9 


: | 
-1 nel 
24 ) (2n -1)! 


n=1 


yr! 
Ye 5 


са 


х 


Pergi 
пл) 


п=і 


T cos(n) 
т 


п=і 


UY 
E ыы 
23 | (2л)! 


n=] 


n= 


,,1.3.5.0л- 
Ye en Ea 


n=l 


3 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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Absolutamente Convergente 


Absolutamente Convergente 


Absolutamente Convergente 


Absolutamente Convergente 


Absolutamente Convergente 


Divergente 


Condicionalmente Convergente 


Condicionalmente Convergente 


Absolutamente Convergente 
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(2) 


36 


© © 


36 


(2) 


© 


© & @ 


S% 21+100., 
> ANOS 
3п +1 


n=l 


Зе 
l+ n” 


n=} 


Inte” e") 


n=l 


Ба 
nin (л +1) 


nzl 


2 (-1)" 


n=} Ind + h 
n 


n? 
E n 
24 ) (n+1)! 
} sentint) 


n=l 


Nay | 


2 
n=1 


1l х 


е 
ах 
5 
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Rpta. Absolutamente Convergente 


Rpta. Divergente 


3 
Rpta. Condicionalmente Convergente. 


(Sug. e" +e " «2e") 
Rpta. Absolutamente Convergente 


1 1 
< 


am rel) 7 nin?) 


(sug 


Rpta, Divergente (sug: lim u, #0) 


nar 


Rpta. Absolutamente Convergente 
Rpta. Divergente 


Rpta. Absolutamente Convergente 


Rh 
пси : ; е 
(вир: criterio de la razón a la serie у —) 
n 


n=l 


Series Infinitas 


© © @ 6 


© © 


© 


> m sen uU 
n 


n=l 


= 


У пи] = пзеп 5) 
n=] 5 


ЖЕКЕН 
" 


п=1 


4 | 

} - D" arcte ) 
I iUe ETE 

n= 


> 


1 


l | 
nzl ті + > + шин 


4 


> щп-1) 100 
> (+ 


nal 


> sen(l ін) 
n 


n=} 


3 
2 


Уе) 
п 


пті 


Rpta. 


Rpta. 


| I! 
(sug.: sen— € — de donde 
n 
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Absolutamente Convergente 


l l 
(sug: nsen—<l => In(nsen—=)<0) 
n “H 
Rpta. Absolutamente Convergente 
Rpta. Absolutamente Convergente 
Rpta. Condicionalmente Convergente 


Rpta. Divergente 


Rpta. Absolutamente Convergente 


Absolutamente Convergente 


Rpta. Absolutamente Convergente 
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S senn : 
(52) > 5 Rpta. Absolutamente Convergente 
n=l n 
wt 
(өз) y me» Rpta. Absolutamente Convergente 
| n! 
M= 
СЭ sen(zn)+sen(2 
Y nc Rpta. Absolutamente Convergente 
n=l n? ; 
(-1)" 
5 Rpta. Absolutamente Convergente 
“үп +1 
se + 3 
Ус y ——————— д ош Rpta. Absolutamente Convergente 
AE п? tn 
ж 
Ус 28. Rpta. Divergente 
- nl 


(-! +! 
= (97:41) 


Rpta. Condicionalmente Convergente 


© © © 


Rpta. Divergente 


Rpta. Absolutamente Convergente 


iM 
= 
з 
H 
3 
ho 
5 
е 


Series Infinitas 


© © © © о 


= 3" 
Ур" Қылт? 
n2" 


n=] 


Усу" 3п-1 
4" 


n=l 


= 2 
n+l т” 
28 


n=l 


2 ә" 
(үг = 
2 п? +1 


n=} 


Уст 1o 


n=l (5n- 2) 


ж 

; (187 n+2 
n+l 

Ai 


2 


nal 3n? -1 


4" 


Yen 


n=l 


Ч aa 
Ус T 


n=l 


У уш; 
1 
n 
n=l 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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Divergente 


Absolutamente Convergente 


Absolutamente Convergente 


Divergente 


Condicionalmente Convergente 


Divergente 


Absolutamente Convergente 


Absolutamente Convergente 


Condicionalmente Convergente 
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усыл 
= 1000n +10, 


qoe 
— EN 
v c» 


or 
(my 


n=] 


@ @ 


n=l 


х pr ду 


oo 


5 
2 


n=] 


@ @ @ 


n=] 


M 
22 
з 
L 
~ | AX 
ті 


x 2 
n 
(pr 
2 n^ +2 
225 
2 
п 


У (—1у771я! 
1.3.5.(21--1) 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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Divergente 


Absolutamente Convergente 


Divergente 


. Absolutamente Convergente 


Absolutamente Convergente 


Divergente 


Absolutamente Convergente 


Absolutamente Convergente 


Condicionalmente Convergente 


Series Infinitas 
Yer 2.4.6.. 2.4.6.2) 
1.4.7...(3n-2) 
усе sen( - ) 
en(— 
m (2n -1) Jn 
n 
(-1 ”-1 
2 п? +1 


nzl 


SEDE DE 


Ф o 


n=} (n? m 
(аз) ч n-l п 
D 
nzl х 
= (-"n 
(n + Пе" 


[Me 
— 
1 
= 
кә 
Yi y 


= (-1)”n 
2" 


п=і 


= Іп(п) 


Ө, 


Крга. 


Крга. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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Absolutamente Convergente 


Absolutamente Convergente 


Condicionalmente Convergente 


Divergente 


Absolutamente Convergente 


Absolutamente Convergente 


Absolutamente Convergente 


Absolutamente Convergente 


Divergente 
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> Уп соч(пл) 
Gn +1) +2) 


n= 


t3 
9 
Ө 


со 
í 
l 


¡Ms Ms 
e та 8 
a т Ч Ф 
= | $ -| ~ 
+ 8 ~ 


t 


© 


ж 


боз) Y 4+ sente) 
n 


n-l 


Yes e) 


n=l 


2 3л+1 
> оу - 1)! 


Ye 1.4.7..(Зп–2) 
7.9.11..(2n+5) 


п=1 


Кра. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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Absolutamente Convergente 


Absolutamente Сопу@ деге 


Condicionalmente Convergente 


Absolutamente Convergente 
Мп+1 —\/п 1 
(sul: ==: ) 
п 23 
22 


Absolutamente Convergente 


Absolutamente Convergente 


1 1 
(sug.: 1 <---) 
Шы ире, пуп 


Absolutamente Convergente 


Divergente 


Series Infinitas 
5 
c» 


ME 


n=] 


Ye y ue 


n=l 


hen 


n=l 


š п? 
En” 
2 п +2 


n=] 


20 (a TU 
> 2% 


n=l 


In(n +1) 


n+l 


ш. 


л л 
хаг TAG) 


n+l 


n=l 


Calcular la suma de la serie: 
1.2.3 


x 


Rpta. 
Rpta. 


Rpta. 
Rpta. 
Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


2.3.4 


: I 
Estudiar la serie У — —-. 
(n+aXn+aw+l) 
n= 
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Absolutamente Convergente 
Condicionalmente Convergente 


Condicionalmente Convergente 
Divergente 
Condicionalmente Convergente 


Absolutamente Convergente 


Convergente 


1 
+ Rpta. — 
3.4.5 1 4 


si converge calcular su suma. 


Rpta. NS 
lta 
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© 3 ? 

3347 
Hallar la suma de la serie > ya Са ы, кыы 
(п-5у(я-6) 


n=] 


O 


1 
Rpta. — 
6: 


Hallar la suma de la serie Ут Rpta. | 
= 2n (n+1y 


© © 


Determinar la convergencia o divergencia de la serie. 


х 2 
2» Пан ш 5 b) > ш => converge 
e 


n=l 


Estudiar la convergencia o divergencia de las siguientes series. 


A 1 „1 п? +1 шт 
ЈУ жш, 7” ш rou идо, 


m +4п+1 
n=l 


9 


o 
Analizar la convergencia o divergencia de la serie » nt 


n=! 


© © 


Estudiar según los valores de a y b la serie siguiente 


wW 
n+1 ^ 
> IA 
n=l Ж 
Las siguientes series son convergentes, calcular sus sumas. 


ài E b) Ула. 2n+1 ka ПРЕ 
27-1 IPTE (л +1)? 


п=1 п=1 


Series Infinitas 


612) Calcular la suma de la serie > - 22 
п -1 


n=] 


(13) Estudiar las siguientes series. 


© 2 х: > 
*-9n+4 y 9.2" 

aj 2 E E b) (n!) 
п =. (2л)! 


n=1 


Analizar la convergencia o divergencia de la serie. 


a) y зон b) > E So 2310 2, 
122 24 246 ` PA сы салы 


б) Analizar la siguiente serie. 


a 


! n 
a) > m 
н |+ x° 


пећ 


n=l 


ж 


Sumar la serie эг 
(2 + 3п)(5 + Зп) (8 + Зп) 


aci 


Sea > (012 аа (800) analizar. 


n=} 


@ © © 


1 | | 1 | 


+ ——— + — + —— 
8n-7 8n-5 8n-3 8n-1 4n-2 Ал 


1 1 | 1 1 | 
+ + + 


8n-7 8n-S 8n-3 8n-1 4n-2 Ап 


es decir > [ 


ul 


x т | 
b > У Крга. Diverge 
| 2 NG) Р шаг 


Demostrar que la suma de ја serie de término 


A 


n-ésimo 


| а zou 
— —— —— — —- , tiene como serie run 


212 


Sumar las series: 


AA qyrl 5,3 2 
" y D (2n + Зи? + Зп +1) 
n=l 


n) (n+1)° 


x, 


b) > 4n? +8n 
(2n+1)Qn4+3)Qn+5)Qn+7) 


п=1 
© 


4m +6п? +4 
© Y жан (T) 


с. 12 n*(n +1)“ 


9 Ye) 


ж 


1 
) =— 
У 2 is 
2 n-l уп 
Š En 2 
= (2п+1)! 


Estudiar la convergencia de la serie. 
СУ. 
а) у sen — b) 
n 


1 
— d 
B 2001 ! 


n=1 
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c 243(1-1) 
d == 
) Жи. 2) 


п=1 


=> 
| 


j) Уе а 5 9:28 
n=l 


© 


У» sen (7) ,а>0 


nzl 
х; 


Y 
3" + n? 


n=l 
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Series Infinitas 
(21) Determinar la convergencia 0 divergencia de la serie. 
Rpta. Convergente 
2.3.4  n«l 3 P 
nal E ) 
3 4 5 n+2 


(22) Determinar la convergencia 6 divergencia. 


LÀ 
.6.11.16..(5л-4 
) Уатт Rpta. Divergente 
< 2.6. 10.14... (4n - 2) 
= 5 = 
b) Y SEM Rpta. Divergente 
24.6.8..(4") 


n=l 


| баз) analizar la convergencia de la serie (P+D Y da Apin 
— (q +q +2)(q +3)..(q +n) 


Rpta. i) qg>p+l converge (por Raabe) 
i) g<p+l diverge 
iii) q=p+1 diverge 
ӘЛІ не 12. 10. 8. 6, 4. 2 оү2 А 
NI] (x +x x ах +X + ad +8)“ dx Rpta. Diverge 
- Зи 68 Ja 


Hallar la suma de las series. 


@ @ 


— 


Y ап? + З7п +34 
MIN Rpta. — 
e (и +1) (+2) +3)(1 +4) 4 
n= 
у 1 
2 


b ^ п? +п-1 
b) UC ERN gg Rpta. 
(n^ + у(п“ +2n +2) 


nal 
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л 
ж cos"*! C» 


| Estudiar la serie У —+ y en caso de convergencia, hallar la 
(n+3)! 


n= 


suma. 


627) Estudiar la convergencia de las series. 


Ч 1 1 Ч n^ +1 1 
-1 MA b um CR -1% —- 
a) 2 [ED] ) 2 Бэ а еі 
: 7 1+ (-1)" п 
с) У A ) 


n=] 
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CAPÍTULO Ш 


3. SERIES DE POTENCIAS | 


DEFINICIÓN.- 


Una serie de la forma: cy +c (xa) + (ra) +... же, (ха) +... es 
decir: 
ж 
Уа-а = бу е(х-ај+ со laa) e (x -aY +... | 


n=0 " 


x-a. 
Ја 
Cuando а = 0, se tiene la serie 2 c,X" que se denomina serie de potencia en x 
n=0 


OBSERVACIÓN.- 


1% Cuando x toma un valor particular, obtenemos una serie numérica de los 


que ya se ha estudiado. 


2° Si una serie converge para ciertos valores de x, podemos definir una 


función de х haciendo: 


n=0 n=0 


donde el dominio de estas funciones son todos los valores de x para los 


cuales la serie converge. 


3° 


Eduardo Espinoza Ramos 


Para determinar los valores de x, para los cuales la serie de potencia 
converge, se usan los criterios anteriores, especialmente el criterio de la 


razón. 


.PROPIEDADES.-- 


Consideremos la serie de potencia siguiente: 


1° 


2° 


3° 


Si esta serie diverge рага х - а = с, entonces diverge para todos los 


valores de x, para los cuales | x-a | > | с | | 


Si ésta serie converge para x - а = b, entonces es absolutamente 


convergente para todos los valores de x para los cuales Ix - a| < Ib]. 
Se cumple exactamente una de las condiciones siguientes: 

1) La serie converge solamente cuando x -a = 0 

ii) La serie es absolutamente convergente para todos los valores de x. 


iii) Existe un número P > 0, tal que la serie es absolutamente 
convergente para todos los valores de x, para los cuales |x- al <P 


y diverge para todos lo valores de x, para los cuales Ix-al> P. 


i) 


ii) 


El conjunto de todos los valores de x, para los cuales una serie de 


potencia converge, se llama intervalo de convergencia. 


El número P > 0 de la propiedad 3" iii) se llama radio de convergencia de 


la serie de potencia. 


Series de Potencias 217 


OBSERVACIÓN.- Si Р es radio de convergencia de la serie de potencia ' 


x 
; c, (x - a)" ,entonces el intervalo de convergencia 


n=0 


es uno de los intervalos siguientes <a - p, a + p», [a -p,a * p», <a-p,a+ p] 
y [a- p, a + p] 


Ejemplo.- Hallar el intervalo de convergencia de la serie de potencia 


ж 
„п 


x Я Ё 

-- yelradio de convergencia. 
A 

n=} 


Solución 


n n+l 
, luego por el criterio de la razón se tiene: 


AS 1 

: VIS : n+1 3 Hit: : n 
lim [A] = lim |Ë T| = lim = |х| lim 
n-»| u по] x" по |(п + рх” п— п + | 


= |х| <] 


сото Ix] <l => -1<х<1. 


Ahora analizaremos para Ix =], es decir рага х==1. 


| "Wu 
Si x=-1 se tiene ; 2) 
п 


nzl 


es convergente. 


Ж 
: : L ы : Ж 
біх-і se tiene 2 — diverge (serie armónica). 
п 
п=| 


Luego el intervalo de convergencia es [-1,1>y el radio de convergencia es p =1 
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DIFERENCIACIÓN DE SERIES DE POTENCIAS.- 


T 
Sea > сДх-а)” una serie de potencia con radio de convergencia р > ду si 


п=0 


со 
Fx) = ° c, (x—a)” , entonces existe 


n=0 


< 
1 (x) -Эл с,(х-ау” , Vx e<a-p,a+p> 

nal | 
Además, p es también el radio de convergencia de ésta serie, es decir, si p 0 
es el radio de convergencia de una serie de potencia, la cual define una función 
f, entonces f es diferenciable en «a - p, a * p» y la derivada de f se puede 


obtener derivando la serie de potencia término a término. 


INTEGRACIÓN DE SERIES DE POTENCIAS.- 


ж 
Sea у c,(x—a)' una serie de potencia con radio de convergencia р > 0 у 


п=0 


7 
Д(х) = \ c,(x-a)', entonces f es integrable en todo  subintervalo 
п=0 


cerrado de <a-p,a+p> y | x (t-a)'dt- Mera 1)"*' donde: 
п=0 


хє <a - p, a+ р>, además р es también el radio de convergencia de la serie 
resultante. 


Es decir: Si p z 0 es el radio de convergencia de una serie de potencia, la cual 
define una función f, entonces f es integrable en todo subintervalo cerrado 
de <a - p, a + p» y la integral de f se obtiene integrando la serie de potencia 


término a término. 
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3.6. SERIE DE TAYLOR:-" 


х 


Sea 2 с,(х-ау una serie de potencia con radio de convergencia p. 
n=0 


entonces definimos la función f de la siguiente forma: 


(D 


Para todo x € <a - p, a + p». 


Ahora buscaremos la relación que existe entre los coeficientes 


Cos Сү, C245 €, COn la función f y sus derivadas al evaluar en el punto а. 


Гбх) = с +c (x-a)+c, (x-a) +c, (x-ay +....... т» fla)=c, 
/(х) = с +2с›(х - a) 3e, (x- a)? Eslida = /(а)у=с, 
f(x) = 2e, +2.3су(х - a) -3.4c,(x — a). +............ => IIS = 
Г") 212.36 4-23 4c,(x - a) -34.5c5 (x - a) +... => е = су 
(л) 
f (x) =1.2.3...лс, +2.3....(п+1)с„,у(х—а)+.......... > / (0) =c, 
: n! 


“ 


en la ecuación (1) 


Reemplazando c, ,c; ,c, ....,€, 


n) _ y 
Lara, 


n! 


Nora hay HD cay ЫЎ 
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. 20 (л) | 
por lo tanto: ло У Day" 3 
n! 


н-0 


Luego a la serie de potencia de la función f, representado por: 


(n) 
Р(х) = > / Loe СХЕ a)” se denomina serie de Taylor alrededor del punto а 
t n! 
n=0 


(n) 
OBSERVACION.- Si en la serie de Taylor ло X say ç 
n=0 = 
hacemos а = 0, se tiene la siguiente serie. 


A esta serie se llama serie de Maclaurin. 


Ejemplo.- Desarrollar en serie de Maclaurin la función f(x) = е" 


Solución 
a x 
(х) =е f(0) =1 
Го) = e" /'(0) = 
Гоз-е = /7(0)-1 
1. | | 0) 
f (x) = е f" (0) =] 


“ 


Como el desarrollo de la serie de Maclaurin es: 


Series de Potencias 


, ” 0 (л) 0 A | 

уо) = f()« ои + AL НЬ C .Q) 
: х2 х x х" 

Al reemplazar (1) en (2) se бепе: /(х)=1+х+——+—+——+..—+ 


2! 3! 4! "nm 


Determinar el intervalo de convergencia de la serie de potencia 


= -1 ne. n | | 
шэнэ та ы: y el radio de convergencia. 
A 


n=l 


Solución 


п п Е n*l,.. n+l 
a AN, ы Бае 
3" n? 3"* (n1) 


Ahora aplicamos el criterio de la razón: 


3 ту]. nl . б 
lim ШЕЛ lim 3" ( 1) (х+1) dee] lim A 
пх u, | E E A eene 3 
Como a E => -3<x+1<3 


-4<x<2 


Ahora analizaremos cuando 


FEH es decir para x = 4 x=2 


<l 
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1 | E -1 п -3 ” 1 
Si x = -4 se tiene AE, = 2 — es convergente. 
37 n 


nl n=} 


ж, 
: : 1 
Six=2 se tiene } (412: es convergente. 
п 


n=} 
Por lo tanto el intervaio de convergencia es [-4, 2] y el radio de convergencia 
esp-? 
Determinar el intervalo de convergencia de la serie de potencia 


(- jj (n D(x- 2)” 
2" Оп)! 


x 
y el radio de convergencia. 


n=l 


Solución 


ES 12 (ny? (-2)" 205 “СУЛ CERDA CETINA 


Сото и, = = 
2" (2л)! 2 2" (2n +2) 
Aplicando el criterio de la razón se tiene: А 
O uL 027 Qm1C DI? (0i 1? (x - 2)" 
lim [jim aaa a 02 
нәк|и,| n1 2 (2n - 2) (-D"* (я!)^(х—2)” 
NN : 2 2-2 
NL 2 lim мы; 2, 
2 ia 4n* +6n+2 8 


Сото |х-2| «8 = -8«x-2«8 = –6<х <10 


Ix-2 
8 


+ 


Ahora analizaremos рага = 1, es decir para x = -6, х = 10 


ntl, 
Six=-6 => ) Gi ES es divergente (criterio de comparación). 
2" (2n)! 


Series de Potencias 


ty 
to 
~ 


і У (ту 8" ТЕР 
Six = 10 se tiene TS divergente (criterio de comparación). 
2"(2n)! 


n=] 


Luego el intervalo de convergencia es <-6, l0» y el radio de 


convergencia es p = 8. 


Y 


: | | ; ; х 
Determinar el intervalo de convergencia de la serie de potencia 1)" — 
| | 
п. 
n=0 
y el radio de convergencia. 
Solución 
y хт“ 
нг, . " . H 
Sea u, =(—1)" — => u, = (1) ——, aplicando el criterio de la razón 
n! (n4 1)! 
se tiene: 
1 n+l 
5 =)" aix 
lim |4 = Kp ES = |х| lim -|х1(0)-0<1 v хє В. 
пэх| и, пэ (—1Y" (п + 1! х" пэх n+ 


n 


x 
š : x 
Luego la serie de potencia 2 E= es convergente, V x е R yel 
п. 
n=0 
radio de convergencia р = оо. 


Determinar el intervalo de convergencia де la serie de potencia 


Ye WE 2 y el radio de convergencia. 
n=0 


Solución 
1 n+1 
(—1)°л!х" TD DAA 
Sea НА > > ин шин ин 


por el criterio de la razón se tiene: 
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СУ” (п + prn 3" 
(= 1)" п py? ann 


xe. = |х| lim (БАЛЫ 


"ox 


= lim 
п-Э х 


lim 


nx 


ПА 


и ; 
Luego para x ж 0, 1 ~ ©, cuando x — ©, por lo tanto la serie de 
u 


n 


potencia converge cuando x = 0 y el radio de convergencia es p = 0. 


Determinar el intervalo de convergencia de la serie de potencia 


e n (x 3)" | : 
; —TFP y el radio de convergencia. 
Е 1.3.5...(2n - 1) | 


Solución 


(х—3)” “y n+l 
Sea w, шаш = uu DAT 
1.3.5..(2n-1) 1.3.5..(2н--1) 


por el criterio de la razón se tiene: 


ШР 


и, 


lim U^ Т) х 23) (1.3.5...(20 -1) 
пух 23)" (1.3.5...(2n +1) 


lim 


NA 


nr 


= lim к-3С- гы Sh < 


nx 
-|х-3|<2 >-2<x-3<2 > 1<x<5 


Ahora analizaremos cuando |х – 3 = 2 ев decir para x = -1, х = 5 


2) | У "(-4) . 
Six = -1 se tiene —— YT es divergente (probar). 
1.3.5...(2n - 1) 


п=0 


= ! n 
51х = 5 se tiene У es divergente (probar). 
= 1.3.5..(2п - 1) 
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Luego la serie de potencia converge en «1,5» у el radio de 


convergencia es p=2. 


Y 
” 
š . ѕеп(л”)х 
0, Estudiar la serie 2 EA. 
пуп 


nal 


Solución 


[seni т") 


Consideremos la serie | 
2 ndn 


n=1 


‚сото Вепп” E «1 


Pe |веп(л" [senta = | 
Үреє7 A Vxe R > сүү como la serie у ,es 


27223 n? 


n=1 


Eo 
convergente => 2s es convergente, luego es absolutamente 
a-i 


convergente. 


(7) Representar еп serie de Maclaurin a la función /(х) = е7“ 


Solución 


= n 
5 x х 
Se conoce que g(x) - e* =1 ат МЕ и Han 
n. 


4 .2п 


/(х) = g( 2x) e e =1-х*+^—+....+(—1)” 2—+.. 
2! y 


fases > y m 


n=0 
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Desarrollar en serie de Maclaurin la función f(x) = sen х. š 
Solución 
f(x) = sen x f(0)=0 
f (x) = cos x 7%0)=1 
Fx) =-senx f'(0)20 
f'"(x)e-cox => JF"0)=-1 20) 
f" (x) =senx f”(0)=0 
ХО) = cosx /? (0) =1 
f" (x) = -senx F (020 


Como la serie de Maclaurin es: 


(н) п f" 3 
ДР y 5 Ор” х дорх гүр LE, LO) 
n=0 | 


Ahora reemplazando (1) en (2) se tiene: 


x x? ү! хан 
=sen +... 1)" + 
700 лан 31-57 E ЖЕТЕН 
х2" 
= sen py” ——— — = 
а SSS Ye Qn+1)! 


п-0 
Desarrollar en serie de Maclaurin la función f(x) = sen h x. 


Solución 
p 
X TE 


РО 
Se conoce que: senh x= 


у además se tiene: 


Series de Potencia 


E 3 n 
x X^ x : 
е =1+х+——+—-+....+-—+..... 
! 3! n! 
2 +? п 
e™ =1-х+————+....+(—1)” +... 
2! ! | 


| 2 x! х? хон 
ёс =2x+ UG) + UG). + 0 quantus 


хан 


-- A anank А 
3! 5! (2n 1)! 


f(x) =senh x ы ж = у x 
i 2 = Оп+ 1)! 
Probar gue: 2 (1 x” = = sobre <-1,1> 
+ x° 
n=0 


Solución 


Mediante la serie geométrica convergente se tiene: 


> = 
Јр а! 


%..----, рага Ix] < ],  valiéndose de esta serie 
-х 
tenemos: 
o 
у (= 1)" = 1-2 e x* хб +х* +... 
п=0 


БЭ Л REC а нг? 


NE БИ para х2 
1-(-х)” 


«lI 


227 


228 | Eduardo Espinoza Ramos 


Luego У oy ш- | у, para Ix| < 1 


l+x 
n=l 


puesto que: | саг I «| = || <1 


» o» x : 
Mostrar que: arctg ace ire as 51 Ix] <1 


Solución 
De acuerdo al ejercicio 10. se tiene: 


| 2 
5 = ах a +L = a... рага |х| «1 


l+ х? 


Ahora integramos esta serie término a término. 


Y 19 
di 
[ = [ (1-8 +04 16 t da 
) 


1+? 
х х x! . 
arctg х=х——+—-— +..., si Ix] <1 
3 5 
2 B ] 
(2) Obtener una representación en serie de potencia de — —7. 
(1-х) 


De acuerdo а la serie geométrica convergente, se tiene: 


1 


1 › x | : | 
—— =1+х+х +..+%Х“ +., Si х|« 1, derivando miembro a miembro se 


1-х 


tiene: 
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n-2 -І 


=1+2х+3х° +.. ‚+(п-1)х' nx" +... 


п-1 1 
A пх ` =— para |x| «1 
2 (1- xy 
(3) Verifica que: Ї Ne», ыл 20 
(2n — 1)? 


n=l 


(1-х)? 


Solución 


© 
; sen(nx) зеп(их) 
Га зепе ——. es convergente V x, pues 2 ша у сошо 
i п n n" 
n= 


> 


ж ж 
1 sen(zx) 
2 , ез convergente, afirmamos que —, es convergente, Vx, а la 


n=l n=l 


: fenum) 
serie —— expresaremos en la forma: 


n=l 


ж 
sen(nx) sen2x sen3x ѕеп(лх) 
2 ———— -senx-c + +... + + 


п? 4 9 п? 


"zl 


Integrando miembro a miembro де 0 ал se tiene: 


sen 2 sen nx 
[ NE sen(m) x = | өл, + +...)ах 
2 


n=l n 


cos2x сов3х совтху f7 
= (сов x+ + huh ) 
8 27 п 0 
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I | 1 1 
SANE ыы EN 
K “24 39 416 525. ) 


1 201 
2! yen, шиш, 22 ТЕ = 


п=| 


В y 
Encontrar una representación en serie de potencia de: | e" dt 
1 
Solución 


2 п 
a x x 2 
Se conoce que: е" =] казыйсы ahora reemplazamos x por —f 
! n! 
2 2n 
E 


4 
| 5 t 
se tiene: е“ «1-0 e — (D — +... 
2! n! 


Luego integramos miembro a miembro de да x. 


Ч : Ч 5 r^ г n 
[= dt = (1-42--26:-8.4-4(47--4.1)0 
) ) 3! n! 


2! 


3 5 7 n „2п+1 . 
ї ui х 
A) 


3 25 37 n (Qn+1) 0 
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P 25 7 (zd х2"! 


+—-——+..+—— 

з 2!5 277 п!(2п+1) 

Геч a "x 2-1 
n(2Qn+1) 


Calcular aproximadamente con tres cifras decimales el valor de: Ї e” dt 
1 


hi— 


Solución 


De acuerdo al ejercicio 14 se tiene: 


X 3 5 7 
-"— X" x : 1 | 
e` й=х-——+-———-——+...‚ рага а se tiene: 


Ї ЕЕ J ll 1l 

e dt= 

| 2 724 320 75370. 

= 0.5 - 0.04117 + 0.0031 - 0.0002 +... = 0.4614 


Encontrar una serie de potencias еп х que sea convergente а la función 


та + x) 


5 
l+ x“ 


Solución 


De acuerdo a la serie geométrica convergente se tiene: 


1 i | 
i — =I+x+X sex" +, si [x|«1, ahora reemplazamos x por -x se 
-х 
Чепе 
1 2 3 п.л ; | 2 
—— =1—х+х —х +..+(-ђу x +.. si |х < | 
l+x 


Integrando miembro a miembro se tiene: 
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Qo) y КМ 
In(1+x)=x-—+—-—+..+(-1)” +... 
( ) 2 3 4 eb n+l 


: : m 2 P 
Nuevamente en la serie geométrica reemplazamos x por — х” obteniéndose la 


serie: 


| . | 
salax? uw esce) a +... si |x] <1. 
1+х" 


Multiplicando las dos series se tiene: 


: 222 4 
шив NND алт M si х! <1 
I+ 2 3 4 15 


= 
| : ' 1 : 
(7) Analizar la serie a zmr sies convergente. Hallar su suma. 
8" n! 
n=1 


Solución 


Para determinar la convergencia aplicamos el criterio de la razón. 


$ 1 1 
са ш----- с> а = SIN 
"ұт! 82 (n 4 ])! 
: | и 1 А 
lim --2> = lim ------д<І1 => la serie es convergente. 


noc? d, no R(n +1) 


y : 41 D ..(1) 
8"* p! 842-4874! 8 8" п! 


© o {— 1 жо, 
Сото Y> = >= ей, (У =e") 0) 
8"n! = п! n! 
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Ahora reemplazando (2) en (1) se tiene: е/5- -(1 + > | ) 


1/8 E 1 о = 


8 1 
253 , de donde: NY == (etan) 
8 8 nig! nig 8 8 8 


n= n-l 


ac 


: (n +4)! ; 
Estudiar la serie > = , Si converge calcular la suma 
31114 


n=1 


Solución 


© 


i БЭРТ : : (n * 4)! 
Para determinar la convergencia 6 divergencia de la serie — 
ТАРЫ 

п-і 


aplicaremos el criterio de la razón. 


+4)! +5)! 
Sea g, 4 USE EX ре = 
3!n!4 31и 4 1)!4 
: 1 5)!3!7!4" 8 5 1 : 
Шартына ОАЗЕ ао , entonces la serie 


m 
пә a, — nO*(n44)3X(nlD!4^  пэ=(п+1)4 4 


(n 4)! 
T— —-. es convergente, ahora calcularemos la suma: 
3!n!4 


nzl 


© © 


> (n+4)! Ж > (л +1)(п + 2)(n + 3(n + 4) 
3!114" = 314" 


n=] 


a 


ol y n^ +10? 435^ + 50n +24 
6 4" 


n-l 
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Srey 2» C» + зуу + D CY + DI Су (1) 


nzi n=} "= 


Ahora utilizamos la serie de potencia: 
n=0 


2 
lex +. +X +..= 


2 4 | 
1-2х-43х7 nx"! 


+....=——— 
(1-х)? 
х42х2-3х9 + e nx" kesat 
(1-3) 
Y ш шы 5 
n-i (17x) 
х 


3 2 
Como x42x +3х? «e nx" +. =— 
(=x) 


2 on-l 


142254322 их. 


(1-х) 
x +x 
х+22 х2 +32? +. +n х” +...= 5 
(1-x) 
n _ Х(х+1) 


(1-х) 


n=1 


n=] 


п=] 


| 
X -———, рага |x] < 1. 
l-x 


1 ) 
----, derivando: 


, multiplico por x 


, derivando: 


multiplico por x 
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> 


2 3 X +x ` Я 
Como х+22 х2 43 8... n х" +... а= derivando: 
(1-х) 
x! 44x41 
? € v e x 2 
1-22 -35 3? en! xl +... =—— multiplico por x 
(1-х) 


Ч x 4x3 ex 
@-х)* 


3 

20% x +4х°+х 

° NA =—— 
(1-х) 


n=l 


XXII HH x’ H.. 


Nuevamente derivando la expresión: 


3 2 
X +4x 4x 
x25 «353 e ead x" t a MlM 
(1- x) 
4 4 2 4 n-l xX +11х° +11х+1 ЕТ 
I+2 x+3 X" TOS +.. = — —, —- multiplico por х 
(1- х) 


2 


4 3 2 
y x -llx + х +x 
KADI KN p oen И" жы == KÊN 


(1 – х)? 
Y 4» x dl eli? x 
NN =———  — oəƏ@Ñl] 
n=l (1 =x) 
Ahora reemplazamos х = — еп las series obtenidas 
E Y ТЕКС 
ш--- > -- = == = = 
2 -x С) 3 


1 
п-0 п=0 1- 4 
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-Уау- > Y ey! zi 


n=l n=} 


Унд =; : уч E = | 20) 


n=l nzl 


cops 032 җа ы 
^ (2) "а? > O == 4849) 


n=l n=} 


Reemplazando (2), (3), (4) en (1) se tiene: 


Бу = 11140 1320 700 200 +8] 
— 34" 6 243 81 27 9 


(n4)! 9372 
— 31014" 729 


oc 


n | -2 | | 
Demostrar que } а] + ng -х), іхі<1 арПсаг esta formula 
х 


n(n-1) 


ж 


> 1 
para sumar la serie У 
~ n(n + 1107" 


Solución 
2 E 55. 52 п ka n 
a 2 -@) 
n(n*1)- n n+l тет п - n+l 
l Я 
Como ——=I+x+X2 +. +X. si |х| < 1 


1-х 


Series de Potencia 


22, 3 a 
-шщ@—х=х+—+2—+..+2—+.. 
2 3 n 
2 х" = y 
nal =) = У: >> : | 
n+! n+ 
n=l n=l 
2 A 
S Z qopa. 202) 
n+l x 


пећ 


ж 


>= =-In(1-x) (3) 
п 


n=l 


Ahora reemplazando (2), (3) en (1) se tiene: 


ж 


E M Жол a 
20) п( JK x 5 9) 


n=] 


Е) eic ы 
х x 


> | Re e acute | T 
› — = > _100__ =1+— 100 іп(1---) =1+991— 
n(n - (1077) n(n +1) d 100 100 


n=} n=l 100 


Desarrollar F(x) = I en serie de potencias alrededor de x = 2. 
x 
Solución 


© 


(л) 
F(x) pr NES ay , de donde: 
X = п! 
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A an Da 
EN | 2 n 6 

Е(х) ===F(x)=-=>3, F'(x) A. F (х)у=——у,... 
X х x X 


1 1 2 6 
F(2 =.—= ЕК'(2 =-—, F" F" 2 = —— 
(2) 2 (2) 1 (2) = FE (2) 16” 


l dod, 2!1(x-2) 3! (x-2y 
E н ар" 


й Fa) == e p Tay 


п=0 


Hallar la suma de la serie NA 
e 


nzl 
Solución 
у (и 4y 


та E pe Qo ay soy] 


n=l n=l 


M 'G Зу Унд “Ус, -2У 


n=! n=] 


Ahora aplicamos la serie geométrica convergente. 


1 _ . 
LIU ee lax" e... si Ir] «t 
x 


x 
- 1 х Ї 
2 xT! =— = x" = —— ,donde: рага x =— 

1-х 1-х e” 
n=1 n=) 


(D 


Series de Potencia 


1 Р ја y 
Como edu о d Тэх”. silxl«1 
-x 


=1+2x4+..+ ax 


1 
(1-х)? 
п=1 


OS 


n=l 


x ‚ 
; 2x-2x)!x. nx". si |х | < 1 


oc 
2 n- cl 2 5 1 
> I= ak р => Улы? = 222 donde: para х--- 
(1-х 


3" 2 
п=1 n=l (1 -х) е 
х ә 
2 l etet 
> "Ср = 
2 2 3 
en e le 1) 
Ahora reemplazando (2), (3), (4) en (1). 
Ч (n-4} | ee 8e? 16  9e' 23e? +16 
ЊЕ 2n. шүгэл: 3 tias) = = > 3 
6 (е -І) (e-1 e-l (e? —ly 


E Е 1 E х Ї 
n! = — = nx" = —— c, donde: para x = — 
2 0-4) 2 0-4) ў 


- (2) 


... (4) 


... (3) 
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x 
Comprobar la representación en serie de potencia: › nx" =—— рага, 


х| «1 


(1-5) 


n=1 


Solución 


Aplicando la serie geométrica convergente, es decir: 


1 > | 
—=1+х+х^ +..+ X” 


1-х 


n 


+x” +., Si Ix «] 


Ahora derivamos miembro a miembro. 


LEN 
( l- х)? 


=1+2x+..+nx 


ор si ix] < | 


Multiplicando ambos miembros por 4, es decir: 


(1-х)? 


рага |х| «1 


Del ejercicio (22) se tiene: 


Ё 
=х+32х7 +..+ nx" +..., de donde: 


Solución 


х 


(1-х)! 


x+1 
(1-х) 


2 . 
=x+2 +. +пх'+.., Si IK] « 1 


2 2 y 
2|-2x az xt e. 


Series de Potencia 


Multiplicando ambos miembros por x. 


2 
AX 


2 2 
2x25 k... n? x" +..., de donde: 


ж 


2 л xx 
У" x =—— , рага |х| < | 
(1-х)* > 


n=l 


Comprobar la representación en serie de potencia de 


3n ха _. 
тх'=-——————,‚ 51 |x] «1 
(1-х) 


Solución 


Aplicando la serie geométrica convergente. 


> ыы . 
mp i osx" ax"... silxl«t 
“ЭХ 


Mediante el ejercicio (23) se tiene: 


2 
X +Х 


2 2 ?). È 
i 2x42) 4.3). их +, si hal «1 
(1- xy 


Derivando ambos miembros. . 


х +4х+1 
=z =1+ Pra +... 
(1-х) 
© © 5 
ТТ Ул aa х7 +4х+1 de donde Ут X +4x +x 
(1-3)! 0-ху 
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(5) Comprobar la representación еп. serie de potencia de х: 


ж 


4 3 2 
xtti +l +x 
> O шл 
(1-xy 


n=l 


Solución 


= 3 2 
"T : n X*4x ^x 
Del ejercicio (24) se tiene у тх EA desarrollando 
(1-х 


n=] 


x!-4Ax5 ex : 
x2 x! +3 33 + + п?х” +... = [=== , derivando 


т 
х +112 +11х+1 


(1-х) 


122**43* tn х Боож 


Multiplicando ambos miembros рог х tiene: 


КЕСТЕ 


(1-х)? 


хе 242 «33 3 ++ их + 


2с 


4 3 2 
x lly +117 + 
de donde: ò it ete AR 2212: , рага |х | <1 


n=l (1- ху 
4 EJERCICIOS PROPUESTOS.- | E 
I. Hallar el intervalo de convergencia de las siguientes series y dar el radio de 


convergencia. 


(1) 211: ESE Кра. 2< x < 4 
(n+1)In(a +1) 


Series de Potencia 


5% (—1)"(х—-3)” 


= (Ол +1)у/н+1 


n=1 


n=l 


n=0 


O E O O д O фу © 


4 (–1)" Хул 

-) Rpta. 
> P 
n=0 
Ni Rpta. 
сі n+l 


© 


145! 
n=0 


Rpta. 


Ntra Rpta. 

Ye 1)” x? Rpta. 

У Крга. 
п 

уха вра. 

> – D, x" | Rpta. 


У ыг Rpta. 


VxeR 


Ix] «3 
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Ө, 


Ө 
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2 2n-1 
х 
(187 Rpt. V x eR 
х (2n - 1)! Р 


n=} 


Rpta. x e [0.2] 


Ж 
° п!х" әр! Rpta. x=0 


> sen h(2n)x" Кра. хє < ы En > 
e e 
п-0 
> Б Кра. V x € R 
a.V xe 

(2л)! i 4 
n=0 
2 x" 
> = Крка. x e [-2,2> 

n2 


| 
2n q" x" 1 1 
-------- Rpta. хе|-—, — 
2 0 4 | л 7] 


n=l 


| ; 
>- Rpta. х> | absolutamente convergente 


-х < | es condicionalmente convergente, 


> Rpta. -1 <х < 1 


Series de Potencia 


6) 
MES 


Rpta. es divergente V хе R 


n=l 


pu "d | 221 
Ж ск Rpta. а 
бї) (х 20 pta. -12х<-; pl 
n=l ° 
ж) н ! 
(2) У сату Ера. -l «x«l 
n=0 
E 24! nl 
(3) >--- Крка. -1<х<1 
- (4n-3) 
> ру 
Cu Ера. -1 «x «1 


n 


пе! 


ж 
(л+1)°х”" 


Rpta. -1 <х < 1 
Зп +1 


n=0 


© © 
[A 


Rpta. - < x < 0 


O 


> Eno E Rpta. -4<x<4 
! 


ыг? 

~ 

= 

| 
ө | 

A 

~ 

A 
w | — 


Rpta. 


246 Eduardo Espinoza Ramos 


x 
nix" 
2 5 Rpta. -e<x<e 
п 


O 


„п-\ 
2 тет Кра. -3«x«3 
n-2 Í 


>" КЕрїа.-1 <х<1 


` Rpta. -1 «x«l 


2 Сасы п 
AY Rpta. 0<х<4 


© © © © © 
5 


- (2n -1)2" 
55 ! п 
ye Rpta. -e-3«x«e-3 
n=} n 
65) rov Rpta. х=-3 
n=] | 
(66) У су“ = Rpta. 2<х<8 
E ; 
| Ёл 2n 
D, Se гч (2n -1) рас DA Rpta. 25 «x ga 
(Bn – 2) 4 e 


n-0 


Series de Potencia 


о о © © о © © © 


© 


> c (x-3) 
A (29 +1)уи +1 


п=0 


2 T зу 
n 5" 


n=] 

У (x - 1)" 

2-4 (п+1) а (n 41) 
Yers (x 7 2j 
n=1 2 


= (x 27 ЇР” 


n.9" 
n=] 


A (3n - 2x - 3)" 
(п +1)° 95 


> yi лиен (х- 2)" 
(n +1)1п(л +1) 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


2<x<4 


-2«x«8 


2<x<0 


-2<x<4 


1 <х< 5 


-2<х<-1 


1<х<3 


1<х<3 
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© © 


& © 


© 


yoa 
2l pn 


n=l 


x 


2 (2л ns 


n=1 


У (Ул E 
n.3" (x 5)" 


n=l 


vn 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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-2<х<0 


х>3,х<1 


-І<х<1 


2<х<2 


-D <X < 20 
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ж 
" =] " 
XE шог Rpta. 0<х<2 
п 
n=l 
= п? " р 
menm Rpta. -4<х< 


Е (—1)”х?" 


—— Rpta. - < x <% 
— 2 (ut? 


© © 


2 -_ оу 

Nan E Крка. |х-2| «2 
ын. n.2" 

Y prd | | 

Ely Rpta. |x| < 1 

= 2n+1 

У ог aa прве | 
п=0 2 

NE Rpta. -о<х<о , 
— п! E 
= NEIN 

У A — Rpta. |x| «1 
E 2^" (и -1)t(n - 1) (2n -1) 


Rpta. < 


[^ 
M 
Іл 
ж 
^ 
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2 Бра. -1«x «3 
2" (3n - 1) 
a | 
— Rpta. V 0 
я pta Xx 
У (2) Rpta. х>0 
l+x 

n=] 

ES е" 
> Rpta. x < 0 

= п“ –—п+1 
NA а Крка. -1<x<l 

2.4.6....(2n) 

2 68e Rpta. x - 0 

n=l 
(п) ыг Rpta. -œ < x < æ 

n=l 5n 

ж 
(2) РУСО . Rpta. -1 <х <1 

п=2 

2 x" 

Rpta. -1 1 

D 2 Іп(п) рға SAS 


Series de Potencia 


© © © о © @ @ 


(2) 


® 


o 
(I+ n)' x^ 


nzl 


Sa + (ay ух" 


n=0 


Yo ж(-1)9х” 


n=0 


Sm) , 
2 ыу 


n=l 


2 іш " 2 


a (3n)!x" 
2. (ту 


90 


y sen(2zn) , 
—— —À x 
n! 


n=l 


K+, 
X 


n! 
n=l 


Rpta. |х 


Rpta. |х 


Rpta. 


Rpta. |х 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


-% < X < 00 


- < X < 00 


ы 
Сл 
~ 


© о о о © © © © © 


< sen(n( =) : 


ж 
I+cos2zn , 
3" * 


2 == Ты 
l n+l (Qx-3) 7 
Ус ) 3n-2 


v 1 | 
“7 Гү2л-1 
22)! 


n=1 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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-x < x < x; 


1<х<3 


1<х<2 


х> 0 


Series de Potencia 


a yz 
2 п=! 1 
Š | 
A (31) 
п=0 a 
= (417257 


© © 


n-l 


© 


© 


n=l 


x 


(&) 


n=0 


“a-p” 


28” 
nz] 


Ө) 


e 


n=0 


= n(In(n))° 
Ч | X oy, 
аро 
У n(x-1)7! 
2! 


Y (-1)* (x ES 1)?" 
(n +1) 5" 


3 
т -1 ” тү 
( ) G) 


2-5 
п+1 


Rpta. х>2, x<-2 


Rpta. V xx0 
Rpta. 23822 
3 3 


Rpta. -1<х<1 

Rpta. х>--- 

Rpta. -2<х<4 

Rpta. [-45 —1, 42- 1] 


Ыра. -1 <х<3 


Кра. --<х<- 


t2 
л 
AR 


TON UN 


E) 


@ 


ЗГ 


У ra +1)x" 


п-0 


ж 


Y ra- 

n=] 

y U с 

n 3" y? 

32 Лу (х-2)" 2) 
2" (2n)! 

(- pr T 5) х n 
> an 
y (-1) х” 
me (n +1) In( +1) 
уз Тул ШЫ, 2 х п 
24 .3.5...(2п – D 1” 

2.5.8...(3n —1) 


У ДАРЫСЫН 
2n+1 
0 


n= 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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-1«х«1 


0<х<2 


-6 <x < 10 


--<х<- 
3 3 


-1<х<1 


Series de Potencia 


2) 
2 


ES 2n 3n 
[+] 


P" + 
2 
= 


n-i 


У зеп [(2л ~ x] 
(2л-1)? 


n=l 


©. 


Verificar que: 


&G © 


У (п+ GAL LAK „ ___1 


n=0 


Ө, 


x (п +1)(л+2)х” _ 
(1-х) 


2! 
n=0 


= n 
x 
Demostrar que: у 
(л = 1)л 
n=2 


Comprobar la representación en serie de potencia de x: 


re 1)” 1.3.5.. (C 135. (20 7D ana 
24.6.(2т | 


“(1-ху 


1 


si |x] «1 


Rpta. |х! 51 


Кра. [-1,1] 


Rpta. <-ос, +оо> 


sen(2n — 1)х 


En? | п? 
Крка. -œ < x < oo 
х2" 
sug: |2” senos | P 
para Ix] «] 


zxc(1-x)ln(1— x) 


si \х] «1 


Comprobar la representación en serie de potencia de x: 
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Comprobar la representación en serie de potencia de x: 


. Ne (In(a))" do edid 
а= у MN (a) x" ,a> 0 (sug: а = e` ium 


n! 
n=0 


Comprobar la representación en serie de potencia de x: 


T n 
PX auis 


п=0 


Comprobar la representación en serie de potencia de x: 


2н-1 3 
sen? х = Ye у"! бо) Y x^ (sug. соѕ2х = 1-2sen? x) 


n=l 


Comprobar la representación en serie de potencia de x: 


1+х 2п+1 
үтү зуг 1 Bl Ix] et 
— + 


Comprobar el desarroilo en serie de potencia de x: 


-13 0-C2"» si |x| <> 


n=l ' 


1+ 


(su TENE. MENO. _ ! 
i TUUS 1-х 1+2x 


Integrando término a término de 0 a x una representación en serie de potencia 


хэн 


— Dm 
e t arctg(t). Demostrar 2 Fox YET 2 


ШЕ +1)arctg x — x] 
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Escribir el desarrollo en serie de potencia de x: 
| | 2 =: 2": х" 
а) f(x)2xe^ Rpta. /(х)=х+ > (21177 
--4 (п-І)! 
mE 2?" х2" 
b) (х) = соѕ2х Rpta. f(x) =1+ У ay - 
(2n)! - 
n-l 
с) /(х)-совіх Rpta. /(х)-14 У 1)” (2ху” 
Хх) Р, s х)=1+— эж NARA 
ES А 24- (2n)! 
= 2n хот 
d) /(х)=зеп3х+хсов3х Брка. f(x) = 25 (170 paya —; 
(2п+1)! 
п=0 
=> 2n+1 
9 fQ-— Кра. 70) = У or? 
4 9-- х? - 9"! 
п=0 
f) f(x) 2In(x + 4x? +1) 
3 Lay Е 2n+1 
Rpta. O mcis ЈЕ pups ЕШ кы) E +..]х| «1 
23 245 2.4.6... (2n) (Qn+1) 


Hallar la serie de potencia de x de f(x) = 


Hallar la serie de potencia de х de la función: f(x) = 


а rcf 
(1L—xX1 +2x) 


Ера. /(х)- > +D" 2n 


п=0 


1-совх 


Z 2n- 
Ey 1 


Rpta. /(x)= 
pta. f(x) Qn) 


n=1 
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Hallar la serie de potencia de x de la función: f(x) = sen? x 
1 У. (E -1) pnl 
4 (20+1) 


п=0 


Rpta. /(х)= 


Muestre que: 


Ж 


ду 24 , 2467 у A 


A +——x 


35 3.5.7 -4 (2л+!)! 
y : пали COS X 
Hallar la serie de potencia de x de la función: f(x) = ТІ. 
+ Y 
о 134 13 
Rpta. (a) lr а pato a или 
ханыг 2 2 24 24 
Hallar la serie de potencia de х de las funciones 
In(1—- x x 
а) fas b fm. E 
2+x (1—х)(1+ x^) 
| | 
Demostrar gue У = — 
zh (n-2) 2 
тш 
: y n 21 +1 
Analizar la convergencia 6 divergencia de la serie: Y E en caso de 
gar п! 
ser convergente calcular su suma. Rpta. 5e 


ж 


1 : 
Calcular la suma de la serie 2 ——n , sabiendo que: 
= п(п +1)” 
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© 


© 
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Analizar la convergencia ó divergencia de las series siguientes y en caso de ser 


convergente calcular su suma. 
х. 


n^(n +1) 
Зэс 
n! 


n=0 


b) Y ТЕРГЕН 
(1-1)! 
n=l 


m -5n42 
s pise 
(n-1)! 


пе! 


d) У ne” 
° 2 > 
22" n! 


1 ` 


- ^ 
Hallar la suma de la serie У 
2" n(n+1) 


n-l 


PA 
E 


Analizar y calcular la suma de la serie 2 v 
n. 


n=l 


4 | 
Calcular la suma de la serie ° —— 
— 2" (x +1) 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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3 N 
1 T^i, 


ту“ 16 


La siguiente serie es convergente, calcular su suma > 
| п=0 


1 
Rpta. -- 
шай: 


mal . Nn +3n+5 
Si > — =e , Hallar la suma de la serie Xm Rpta. 13-е 
п. 
п= 


! 
um (n +2)! 
Hacer un análisis y calcular la suma de la serie У- 5 
= п(п +1) 
Analizar y calcular la suma de la serie Ути + 
n=) 
2 
Rpta. — 7, рага |х| < 1. 
(1- x) 
. ND (n2)0i Dx" | 
Hallar la suma de la serie Nutr y concluir | que 
H. 
n=0 


1 No (т+2)(л+1) 


7 л! 
п=0 


е = 


Demostrar дие раа todo “entero positivo Р, se tiene: 


LE n+p 
(-ху?! -21 "ји Ax] < 1, donde el símbolo | 4 es una 
p p 


n=0 
(n pXa+p+1)..(n+1) 
1.2.3...p 


abreviación de deducir . la formula: 


R O 


n=0 
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© 


© @ 


ме 
+. 
` 


cos(nx) 
(2cox)" 


Hallar la suma de la serie de la función > 


n=l 


para 0<х<1 


5 
Rpta. —sen x 


=“ 


Estudiar la serie si converge hallar su suma Y (n—1y ix 7) 


п=1 


>, 


: Anm 1 
Estudiar la serie si es convergente, hallar su suma — U 
u (n + 1n + 3)6" 


5, 95 
Rpta.: -|2101n — 
р al ш 72 
eo ( 1)” 
Estudiar la convergencia 6 divergencia de la serie »- Dg y en caso de 
(n+l) 
=| | 
; 8 9 
convergencia, calcular la suma. Rpta. a 8In $ 


Calcular la suma de la serie, analizando en que intervalo converge 


ж ` x 


х” - 1 
2 --, y aplicar para calcular la suma de la serie У 
n(n4l) = п(п +1)4" 


ж 


С”. š п 
La siguiente sene ; ТЕС! es convergente, calcular su suma. 
п+3)! 


4e — 
Rpta. 4е-27 
. MEN | . Ч (-1)" n 
Estudiar la convergencia ó divergencia de la serie - 18 , en caso de 
(n +1)8" 
zi 


ser convergente calcular su suma. 
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© 


© © 


© @ © 


Analizar la serie Уп + prn y calcular la suma de la serie. Aplicar a 


п=1 


Уи)" 


п=] 


ж 
А па ар 
Si ае К, b» 1, Demostrar que: — = 


b" (р-р) 
УШ Тп | уу ш 42 +лп 
Sumar 
5” 3:72 


n=l 
n=l n=) 


~ aplicar el resultado para 


x 


Halle el radio de convergencia de la serie y y para ab > 0 


pem 
n=] 
arbitrarios. 

ІМ <1 

v 1 
AAA | = ---- = + 
Demostrar дие: 1 мал nao =) 2 +1 

n=} 

0. |хі>! 


oc 
Hallar el intervalo de convergencia de la serie: } ((+——)” Um 


gnHl 


n=] 


Pruebe que 


У 3(26 +1942) 


3" ЫГ 734-2442- 


i" (5) 4 
Pruebe gue > ян де 63-1945] 
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6 


Pruebe gue » E zdx converge y У pa 5 dx < т 
lax I+ x2 


п-і 


x M 
n 

Sumar la serie у cp 
2 


n=l 


sen? хх. xdx 
Analizar la serie x E 
ix 


n=} 


ж 
| zi n=l] 
Sumar la serie y 
" 2п-1 

n= 


Usando serie de potencias, demostrar gue Ус jy QD D. 
n(n+ D 


n=} 


Calcular la suma de la serie 


arctg(=) + arctel— >) + aretgl——>) "uu arctg( 
| 1+1.2.x7 


1+1.2.3x? I+ и(п —1)х2 


л 
Rpta.: — 
d 2 
Analizar la serie si es convergente calcular su suma: 
x 
senx sen2x sen3x 2sen x 
a, = o Крга. --- 
2 2" 2: 5-4совх 


n=l 
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ж 


ВИР | | | 
Dadas las series infinitas: 2 а, = 1 + – с0вХ + — cos 2x + — С0532 +... 
2 25 2 


n=l 


| 1 1 
2 b, =- sen x + — sen 2x + -— sen 3x +... 
2 2- 43 


= 


Se pide a) Demostrar la convergencia 


b) Calcular la suma de cada serie 


т 


. . . 4 
Dada la serie infinita. у a, =! + Ксова + k^ cos2a +...+ К" cosna +... 


п=0 


ж 

5 
2 b, = Кѕепа + k^ зеп За +... + К" senna +... 
n=0 


Siendo 0 < k < 1, Calcular la suma de cada serie 


1-Кс080 ksena 
Ера:------:---::-:Б 
I+k*-2kcosa 1+7 – 24 соѕа 
Ч ! 
Hallar la suma de la serie ^ ы MALADE 
КМГІШКІРЕН 


n=1 
Desarrollando en serie de potencia la función f(x) = е“, calcular -- 


Rpta. 0.2128 


TN Ч b, 7 
Si la serie es convergente calcular su suma У о + Dc Rpta. ° 


n=l 


Series de Potencia 


Estudiar cada una de las series siguientes: 
n 
a Y b) 
(n +1)5" 


n=l 


ex 
е) Y (o7 «wr d) 
n-l 


en caso de ser convergente. Hallar la suma 


. г ж 9 3 
(m) Estudiar la serie У =? 
n=} 


, Si converge calcular la suma 


> 


х 
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(1-3) 
$ 


e 


зеп"*(®. 
9) 


| (1-3) 


n= 


Rpta. Converge, su suma es ---- 


APÉNDICES 


SUMATOR! AS. 


a, =a, +a, +...+a, 


i=) 
}у`ло= rm rms rm 
i=] 


FÓRMULAS IMPORTANTES. 


n 


0 ЭЖЕ. O) Y = +D Qnn 


і-! 


ш 2 2 п 
j n(n+1) 
O уг,” 0 эд Цас 
іл 


ігі 


PROPIEDADES DE LA SUMATORIA 


(1) , k = nk, k constante. 
> 
@ ЭТЭ, 
ojal тап = 


n 


9 У Lio Лео] = fen- ro) (1ra. Regla telescópica) 


izl 


n 


O) У1/ө-лі-)) = f(m- f(k—1) (ra. Regla telescópica generalizada) 


i=k 


У! 1041)-10:-0|- fere) /00-10)-(0) (2da. regla telescópica) 


izl 


У [/@+)-/@-1)]= fien» fon- ид – 0 


izk 


(2da. regla telescópica generalizada) 
PROPIEDADES DE LA EXPONENCIAL. 


(1) ехе“ =е**” (2) ын = e” (3) (ех y 2 e 
PROPIEDADES DEL LOGARITMO NATURAL: Ln A. 


A 
In АВ =1һА + In B In — = in 4-1n B 
(D mama in O nênun 
| 1 
In 4" =rInA In YA = —1n A 
ОВОГ O ь-1 


PROPIEDADES DEL FACTORIAL. 


(1) м=123..а (2) («Dt entia * 0) 
EL NÜMERO e. 


1 
e = lim(1+2)% = lim(1 + y)” =2.7182818284590452... 
x y30 


xx 


NÜMERO COMBINATORIO. 


n! 


G7 da сву 


ге 06966969606006 06009 
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